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Arvores AVL

Introducao

- As arvores AVL foram propostas por Adelson-Velskii e Landis

- No pior caso, o0 numero de comparacoes para se localizar um elemento em

uma AVL é aproximadamente 1,44 * Ig(n) = O(lg(n))

. Cada no possui um fator de balanceamento que consiste na diferenca

entre o numero de niveis de suas subarvores a esquerda e a direita

fator(i) = alturaDir(i) - alturaEsq(i)
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Arvores AVL

Exerciclo

- Sejam as arvores abaixo, mostre o fator de balanceamento de cada no6
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Arvores AVL

Exerciclo

- Sejam as arvores abaixo, mostre o fator de balanceamento de cada no6

-1
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Arvores AVL

Exerciclo

- Seja a arvore abaixo, mostre o fator de balanceamento de cada no6
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Arvores AVL

Exerciclo

- Seja a arvore abaixo, mostre o fator de balanceamento de cada no6
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Arvores AVL

Exerciclo

- Seja a arvore abaixo, faca a insercao de um elemento tal que o fator de

balanceamento do nd cinco seja menos um
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Arvores AVL

Exerciclo

- Seja a arvore abaixo, faca a insercao de um elemento tal que o fator de

balanceamento do nd cinco seja menos um

Inserindo: 2

E——
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Arvores AVL

Exerciclo

- Agora, faca a insercao de outro elemento para que o fator de

balanceamento do no cinco volte a ser zero
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Arvores AVL

Exerciclo

- Faca a insercao de outro elemento para que o fator de balanceamento do

no cinco volte a ser 0

|
— 5‘\ Inserindo: 7

SN N —
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Arvores AVL

Exerciclo

- O que acontece se removermos o dois e, depois, o0 sete?

}
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Arvores AVL

Exerciclo

- O que acontece se removermos o dois e, depois, o0 sete?

I Removendo: 2e 7

T\ P
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Arvores AVL

Exerciclo

- Seja a arvore abaixo, faca a insercao de um elemento tal que o fator de

balanceamento do no cinco seja menos dois
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Arvores AVL

Exerciclo

- Seja a arvore abaixo, faca a insercao de um elemento tal que o fator de

balanceamento do no cinco seja menos dois

Inserindo: 3

E—
N
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Arvores AVL

Exemplo de uma Arvore AVL

- O fator de cada no6 sera -1, 0 ou 1 como no exemplo abaixo:

Altura Dir = 2
Altura Esq =3
Fator=2_f3=-1
(6
Altura Dir = 2 A Altura Dir =_1
Altura Esq = 1 éltura_E:q =0 1
Fator=2—-1=1 aov{ﬁjo—
2 8

Altura Dir = 0 Altura Dir = 0 Altura Dir = 0
Altura Esq =0 Altura Esq = 1 Altura Esq =0
Fator=0-1=-1 Fator=0-0=0

Fator=0-0=0

# g
~

Altura Dir=0 | |
Altura Esq =0 ./ .

o Fator=0—-0=0 o o
“/// 3 \\
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Arvores AVL

|deia Basica

. Cada nd6 conhece seu fator de balanceamento

- Quando o fator de um no se torna £2, o algoritmo da AVL rotaciona esse

no, sabendo que existem quatro tipos de rotagao (R, R, R - € R.p)
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Arvores AVL

|deia Basica

Fator Tipo de
do no rotacao

Rotacao para a esquerda

Rotacao para a direita
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Arvores AVL

|deia Basica

Fator Tipo de
do no rotacao

Rotacao para a esquerda

2 < (RoeR_,) >

Rotacao para a direita

-2 < (R, eR_.) >
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Arvores AVL

|deia Basica

Fator O tipo de rotacao depende do fator do

do noé filho pertencente a maior subarvore

Ou seja, o pai...
Rotacao para a esqueraa

? ( (Re @ Roe) >

Rotacao para a direita

-2 < (R, eR_.) >
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Arvores AVL

|deia Basica

Fator Fator do Fator do Tipo de
do no filho a direita filho a esquerda rotacao
1 Simples a
0 esquerda
2
-1 Dupla dir-esq
-1 Simples a
0 direita
-2
1 Dupla esqg-dir
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Arvores AVL

|deia Basica

Fator Fator do Fator do Tipo de
do no filho a direita filho a esquerda rotacao
1 Simples a
0 esquerda
2
-1 Dupla dir-esq
-1 Simples a
0 direita
-2
1 Dupla esqg-dir
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Arvores AVL

|deia Basica

- N6 com fator 2 (maior subarvore a direita) e seu filho a direita com fator 1

Rotacao simples a esquerda no n6 com fator 2

Altura Dir = 1 Altura Dir = 2
Altura Esq =0 Altura Esq=0
Fator = 177— 0=1 Fator = 277— 0=2

"// \\\ /,/// V\\\\

( '\ ( |

\ 6 / \ 6

«  Altura Dir=0 ‘o  Altura Dir = 1

Altura Esq =0 Altura Esq =0
ator=0-0=0 ator=1-0=1
£y Inserindo 77N

8 | - 8

Arvore 6 )
Balanceada P .
Altura Dir=0
Altura Esq=0
Arvore Fator=0-0=0

Desbalanceada 10
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Arvores AVL

|deia Basica

- N6 com fator 2 (maior subarvore a direita) e seu filho a direita com fator 1

Rotacao simples a esquerda no n6 com fator 2

Altura Dir = 2
Altura Esq=0
Fator = 271—0 =2

Altura Dir = 1
Altura Esq =0
ator=1-0=1

Altura Dir=0
Altura Esq=0
Fator=0-0=0

v \\\
/:
‘10
\
\\7 7//
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Arvores AVL

|deia Basica

- N6 com fator 2 (maior subarvore a direita) e seu filho a direita com fator 1

Rotacao simples a esquerda no n6 com fator 2

Altura Dir = 2
Altura Esq=0
Fator = 271—0 =2

Altura Dir = 1
Altura Esq =1
Fator=1-1=0

Altura Dir = 1
Altura Esq =0

ator=1-0=1

/ o \

8
Altura Dir=0 Altura Dir=0
Altura Esq =0 Altura Esq=0 Altura Dir= 0
Fator=0-0=0 Fator=0-0=0 Altura Esqzo

Fator=0-0=0
10
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Arvores AVL

|deia Basica

Fator Fator do Fator do Tipo de
do no filho a direita filho a esquerda rotacao
1 Simples a
0 esquerda
2
-1 Dupla dir-esq
-1 Simples a
0 direita
-2
1 Dupla esqg-dir

Algoritmos e Estruturas de Dados Il (25)



Arvores AVL

|deia Basica

- N6 com fator 2 (maior subarvore a direita) e seu filho a direita com fator 0

Rotacao simples a esquerda no n6 com fator 2

Altura Dir =2
Altura Esq =1
Fator=2-1=1

[ 8 |

Altura Dir=0 Altura Dir =1
Altura ESQ =0 Altura Esq =1 ﬁ
Fator=0-0=0 ator=1-1=0

10 |

Altura Dir=0 Altura Dir=0
Altura Esq =0 Altura Esq =0
Fator=0-0=0Q Fator=0-0=0
9 11 )
Arvore
Balanceada

Removendo

Altura Dir =2
Altura Esq =0
Fator=2-0=2
Altura Dir =1
Altura Esq = 1
ator =”1 -1=0
10
Altura Dir=0 Altura Dir=0
Altura Esq =0 Altura Esq =0
Fator=0-0=0Q Fator=0-0=0

9 11

Arvore
Desbalanceada
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Arvores AVL

|deia Basica

- N6 com fator 2 (maior subarvore a direita) e seu filho a direita com fator 0

Rotacao simples a esquerda no n6 com fator 2

Altura Dir =2
Altura Esq =0
Fator=2-0=2

[ 8 |
Altura Dir = 1
Altura Esq =1
ator =”1 -1=0

10 |

Altura Dir=0 Altura Dir=0

Altura Esq =0 Altura Esq =0

Fator=0-0=0Q Fator=0-0=0
9 11
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Arvores AVL

|deia Basica

- N6 com fator 2 (maior subarvore a direita) e seu filho a direita com fator 0

Rotacao simples a esquerda no n6 com fator 2

Altura Dir =2
Altura Esq =0
Fator=2-0=2

[ 8 |

Altura Dir = 1
Altura Esq =2
Fator=1-2=-1

Altura Dir = 1
Altura Esq =1
ator=1-1=0

Altura Dir = 1 Altura Dir=0
Altura Esq =0 Altura Esq =0 10
Fator=1-0=1

Altura Dir=0
Altura Esq=0
Fator=0-0=0

Fator=0-0=0
Altura Dir=0 Altura Dir=0
Altura Esq =0 Altura Esq =0
Fator=0-0=0Q Fator=0-0=0
9 11

Algoritmos e Estruturas de Dados Il (28)



Arvores AVL

|deia Basica

Fator Fator do Fator do Tipo de
do no filho a direita filho a esquerda rotacao
1 Simples a
0 esquerda
2
-1 Dupla dir-esq
-1 Simples a
0 direita
-2
1 Dupla esqg-dir
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Arvores AVL

|deia Basica

- N6 com fator -2 (maior subarvore a esquerda) e seu filho a esquerda com

fator -1
Rotacao simples a direita no n6 com fator -2
Altura Dir=0
Altura Esq = 2
Fator=0-2=-2
6
Altura Dir=0 /
Altura Esq = 1
Fator=0-1=-
Altura Dir=0 /
Altura Esq=0

Fator=0-0=0
(3 )

Algoritmos e Estruturas de Dados Il (30)



Arvores AVL

|deia Basica

- N6 com fator -2 (maior subarvore a esquerda) e seu filho a esquerda com

fator -1
Rotacao simples a direita no né com fator -2
A ur Esq =
Fator=0-2=-2
6 1
Altura Dir=0 /
Altura Esq = 1
Fator=0-1=-
Altura Dir=0 /
Altura Esq=0

Fator=0-0=0
C3
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Arvores AVL

|deia Basica

- N6 com fator -2 (maior subarvore a esquerda) e seu filho a esquerda com

fator -1
Rotacao simples a direita no né com fator -2
pdtura Esq =
Fator=0-2=-2
( 6 ) Altura Dir = 1
Y Altura Esq =1
Altura Dir=0 Fator=1-1=0
Altura Esq = 1 T
Fator=0-1=- 5
(\\\ Altura Dir=0 Altura Dir=0
_ 3 Altura Esq=0 Altura Esq =0
Altura Dir =0 Fator=0-0=0 Fator=0-0=0
Altura Esq=0 P e
Fator=0-0=0 3 ) [ 6
‘// 3 \\‘ B \\\\ ‘7./”/,,
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Arvores AVL

|deia Basica

Fator Fator do Fator do Tipo de
do no filho a direita filho a esquerda rotacao
1 Simples a
0 esquerda
2
-1 Dupla dir-esq
-1 Simples a
0 direita
-2
1 Dupla esqg-dir
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Arvores AVL

|deia Basica

- N6 com fator -2 (maior subarvore a esquerda) e seu filho a esquerda com

fator -1
Rotacao simples a direita no n6 com fator -2
Altura Dir=0
Altura Esq =2
Fator=0-2=-2
10
Altura Dir =1 /
Altura Esq =1
Fator=1-1=
6
Altura Dir=0 4 Altura Dir =0
Altura Esq =0 Altura Esq =0

Fator=0-0=0
8

Fator=0-0=0
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Arvores AVL

|deia Basica

- N6 com fator -2 (maior subarvore a esquerda) e seu filho a esquerda com

fator -1
Rotacao simples a direita no né com fator -2
Fator = 0 2=-2

Altura Dir = l

Altura Esq =1

Fator=1-1=(

6

Altura Dir=0 4 Altura Dir =0
Altura Esq =0 Altura Esq =0

Fator=0-0=0 Fator=0-0=0
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Arvores AVL

|deia Basica

- N6 com fator -2 (maior subarvore a esquerda) e seu filho a esquerda com

Rotacao simples a direita no né com fator -2

fator -1
Fator = 0 2=-2

Altura Dir =

Altura Esq =1

Fator=1-1=(Q

6
Altura Dir=0 Altura Dir=0
Altura Esq =0 Altura Esq =0
Fator=0-0=0

Fator=0-0=0

Altura Dir =2
Altura Esq = 1
Fator=2-1=1

/’/ \
{ 6 \
\ /

\ /

L. /

Altura Dir=0
Altura Esq = 1
Fator=0-1=-1

10 )

Altura Dir=0
AlturaEsq =0
Fator=0-0=0

Altura Dir=0
Altura Esq=0
Fator=0-0=

\ B
\ /
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Arvores AVL

|deia Basica

Fator Fator do Fator do Tipo de
do no filho a direita filho a esquerda rotacao
1 Simples a
0 esquerda
2
-1 Dupla dir-esq
-1 Simples a
0 direita
-2
1 Dupla esqg-dir
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Arvores AVL

|deia Basica

- N6 com fator 2 (maior subarvore a direita) e seu filho a esquerda com fator

-1

Rotacao a direita no n6 com fator -1 e a esquerda no com 2

Altura Dir =2

Altura Esq =0

Fator=2-0=2

6
Altura Dir=0
Altura Esq =1
Fator=0-1=-1
8
Altura Dir=0 7

Altura Esq =0
Fator=0-0=0
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Arvores AVL

|deia Basica

- N6 com fator 2 (maior subarvore a direita) e seu filho a esquerda com fator

-1

Rotacao a direita no n6 com fator -1 e a esquerda no com 2

Altura Dir =2
Altura Esq =0
Fator=2-0=2

Altura Dir§ 0
Altura Esq =N
Fator=0-0 =8
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Arvores AVL

|deia Basica

- N6 com fator 2 (maior subarvore a direita) e seu filho a esquerda com fator

-1

Rotacao a direita no n6 com fator -1 e a esquerda no com 2

Altura Dir =2 Altura Dir=2

Altura Esq =0 Altura Esq=0

Fator=2-0=2 Fator=2-0=2
(6 6

Altura Dir =1
Altura Esq =0
ator=0-1=1
(7 )
Altura Dir § 0
Altura Esq =NQ Altura Dir=0
Fator=0-0="8 Altura Esq =0

Fato[iO -0=0
8 )
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Arvores AVL

|deia Basica

- N6 com fator 2 (maior subarvore a direita) e seu filho a esquerda com fator

-1

Rotacao a direita no n6 com fator -1 e a esquerda no com 2

Altura Dir=2
Altura Esq=0
Fator=2-0=2

Altura Dir=1
Altura Esq =0
ator ;_O -1=1

Altura Dir=0

Altura Esq=0

Fato[iO -0=0
8 )
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Arvores AVL

|deia Basica

- N6 com fator 2 (maior subarvore a direita) e seu filho a esquerda com fator

-1

Rotacao a direita no n6 com fator -1 e a esquerda no com 2

Altura Dir=2
Altura Esq=0
Fator=2-0=2

Altura Dir = 1
Altura Esq =1

Altura Dir=1 Eatsr =4 =4 =0

Altura Esq =0
ator=0-1=1

{ 7 \

( \

\ /
\ /
] y,

Altura Dir=0 Altura Dir =0
e Altura Esq=0 Altura Esq=0
Altura Dir=0 _ ~ _ _
Altura Esq = 0 Fator —0—0 =0 Fato/l,": O -0=0
go=0-e=0 () 8
:\ 8 > \ /,/ \,‘\ -
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Arvores AVL

|deia Basica

Fator Fator do Fator do Tipo de
do no filho a direita filho a esquerda rotacao
1 Simples a
0 esquerda
2
-1 Dupla dir-esq
-1 Simples a
0 direita
-2
1 Dupla esqg-dir
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Arvores AVL

|deia Basica

- N6 com fator -2 (maior subarvore a esquerda) e seu filho a direita com fator

1

Rotacao a esquerda no n6 com fator 1 e a direita no com -2

Altura Dir=0
Altura Esq =2
Fator=0-2=-2

[ 6 )
Altura Dir = 1 /

Altura Esq =0
Fator=1-0=1

Altura Dir=0
Altura Esq=0
Fator=0-0=0
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Arvores AVL

|deia Basica

- N6 com fator -2 (maior subarvore a esquerda) e seu filho a direita com fator

1

Rotacao a esquerda no n6 com fator 1 e a direita no com -2

Altura Dir=0
Altura Esq =2
1 Fator=0-2=-2

.6

Altura Esq =0
Fator=1-0=1
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Arvores AVL

|deia Basica

- N6 com fator -2 (maior subarvore a esquerda) e seu filho a direita com fator

1

Rotacao a esquerda no n6 com fator 1 e a direita no com -2

Altura Dir=0 : i
Altura Dir=0
Altura Esq = 2 Altura Esq = 2
1 Fator=0-2=-2 Fator=0-2=-2

6 (6

Altura Dir=0
Altura Esq = 1
Fator=0-1=-1

Altura Esq =0
Fator=1-0=1

Alpdira Dir = 0 Altura Dir =0
Altura Esq =0 Altura Esq =0
Fator=0-0=0 Fator=0-0=0
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Arvores AVL

|deia Basica

- N6 com fator -2 (maior subarvore a esquerda) e seu filho a direita com fator

1

Rotacao a esquerda no n6 com fator 1 e a direita no com -2

Altura Dir=0
Altura Esq = 2
Fator=0-2=-2

.6

Altura Dir =N
Altura Esq =
Fator=0-1=-1

Altura Dir=0
Altura Esq=0
Fator=0-0=0

(3 ‘1
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Arvores AVL

|deia Basica

- N6 com fator -2 (maior subarvore a esquerda) e seu filho a direita com fator

1

Rotacao a esquerda no n6 com fator 1 e a direita no com -2

Altura Dir =1
Altura Esq =1
Fator=1-1=0

Altura Dir=0
Altura Esq = 2
Fator=0-2=-2

.6

Altura Dir =N
Altura Esq =
Fator=0-1=-1

, Altura Dir=0 Altura Dir=0
Altura Dir =0 / Altura Esq = 0 Altura Esq = 0
Altura Esq =0 ator=0-0=0 Fator=0-0=0
Fator=0-0=0 7N
N (3 ) 6

(3 ‘1
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Arvores AVL

. Crie uma arvore AVL através de insercoes sucessivas do 4, 35, 10, 13, 3,
30, 15, 12, 7, 40 e 20 respectivamente
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Arvores AVL

. Crie uma arvore AVL através de insercoes sucessivas do 4, 35, 10, 13, 3,
30, 15, 12, 7, 40 e 20 respectivamente

B
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Arvores AVL

. Crie uma arvore AVL através de insercoes sucessivas do 4, 35, 10, 13, 3,
30, 15, 12, 7, 40 e 20 respectivamente

é}o
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Arvores AVL

. Crie uma arvore AVL através de insercoes sucessivas do 4, 35, 10, 13, 3,
30, 15, 12, 7, 40 e 20 respectivamente
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Arvores AVL

. Crie uma arvore AVL através de insercoes sucessivas do 4, 35, 10, 13, 3,
30, 15, 12, 7, 40 e 20 respectivamente

1
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Arvores AVL

. Crie uma arvore AVL através de insercoes sucessivas do 4, 35, 10, 13, 3,
30, 15, 12, 7, 40 e 20 respectivamente
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Arvores AVL

. Crie uma arvore AVL através de insercoes sucessivas do 4, 35, 10, 13, 3,
30, 15, 12, 7, 40 e 20 respectivamente rotacao Dir (35) Esq (4)

Como o fator(4) = 2 e seu filho a direita -1,
faremos uma rotacao DirEsq
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Arvores AVL

. Crie uma arvore AVL através de insercoes sucessivas do 4, 35, 10, 13, 3,
30, 15, 12, 7, 40 e 20 respectivamente rotagao Dir (35) Esq (4)
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Arvores AVL

. Crie uma arvore AVL através de insercoes sucessivas do 4, 35, 10, 13, 3,
30, 15, 12, 7, 40 e 20 respectivamente rotagao Dir (35) Esq (4)
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Arvores AVL

- Crie uma arvore AVL através de insercoes sucessivas do 4, 35, 10, 13, 3,
30, 15, 12, 7, 40 e 20 respectivamente
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Arvores AVL

. Crie uma arvore AVL através de insercoes sucessivas do 4, 35, 10, 13, 3,
30, 15, 12, 7, 40 e 20 respectivamente
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Arvores AVL

. Crie uma arvore AVL através de insercoes sucessivas do 4, 35, 10, 13, 3,
30, 15, 12, 7, 40 e 20 respectivamente
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Arvores AVL

. Crie uma arvore AVL através de insercoes sucessivas do 4, 35, 10, 13, 3,
30, 15, 12, 7, 40 e 20 respectivamente rotacdo Esq (13) Dir (35)
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Arvores AVL

. Crie uma arvore AVL através de insercoes sucessivas do 4, 35, 10, 13, 3,
30, 15, 12, 7, 40 e 20 respectivamente rotacdo Esq (13) Dir (35)
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Arvores AVL

. Crie uma arvore AVL através de insercoes sucessivas do 4, 35, 10, 13, 3,
30, 15, 12, 7, 40 e 20 respectivamente rotacdo Esq (13) Dir (35)
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Arvores AVL

. Crie uma arvore AVL através de insercoes sucessivas do 4, 35, 10, 13, 3,
30, 15, 12, 7, 40 e 20 respectivamente
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Arvores AVL

Exerciclo

. Insira o 6 na AVL abaixo

oo
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Arvores AVL

Exerciclo

- Crie uma arvore AVL através de insercdes sucessivas dos numeros 1 a 20,

respectivamente

- Crie uma arvore AVL através de insercdes sucessivas dos numeros 20 a 1,

respectivamente

- Para cada um dos trés exercicios anteriores, verifique sua resposta usando

Nosso codigo para a arvore AVL
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Algoritmo em C-like

Ver codigo em: fonte/08/avl/
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