Manipulacao de Somas

Unidade I: Analise de Algoritmos
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Introducao
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Frase de [GRAHAM, 95]

MATEMATICA CONCRETA

A chave do sucesso na

manipulacdo de somas estd na  [EEE———
habilidade de transformar uma
soma em outra mais simples ou

mais perto de algum objetivo
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Regras Basicas de Transformacao
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As Trés Regras Basicas de Transformacao

e Distributividade

® Associatividade

e Comutatividade
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Distributividade

e Permite mover constantes para dentro ou fora de um somatério

Dc.a=c. Qs

i €| i €1

® Por exemplo, temos:
ca,+ca +ca,=c(a+a+a)
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Distributividade

e Permite mover constantes para dentro ou fora de um somatério

Dc.a=c. Qs

i €| i €1

® Outro exemplo (visto na Introducao aos Somatorios)

5

5
Z3i = 3.Zi = 3.(1+2+3+4+5)=3.15=45
1

1
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Distributividade

e Permite mover constantes para dentro ou fora de um somatério

Dc.a=c. Qs

i €| i €1

® Também se aplica a divisao

ai .
- E_ —
i IC
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Associatividade

® Permite quebrar um somatorio em partes ou unifica-las em um somatoério

D (a+b)=Da Qb

i €1 i €1 i €1

® Por exemplo, temos:
(a0+ bo) + (a1+ bl) + (a2+ bz) = (a0+ a+ az) + (b0+ b + bz)
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Associatividade

® Permite quebrar um somatorio em partes ou unifica-las em um somatoério

D (a+b)=Da Qb

i €1 i €1 i €1

® Outro exemplo (visto na Introducao aos Somatorios)

5 5 5
Z (3-2i) = B.Zl - ZZi = 3(1+1+1+1+41) - [2.142.2+2.3+2.4+2.5]
1 1 1 - _15
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Associatividade

® Permite quebrar um somatorio em partes ou unifica-las em um somatoério

D (a+b)=Da Qb

i €1 i €1 i €1

® Também se aplica a subtracao

D le-b)=Qa- Db

ie| iel =N
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Comutatividade

® Permite colocar os termos em qualquer ordem

2o = 2oy

i€l p(i) € I

® Por exemplo, temos:
a0+ a1+ a2 = a2+ a0+ al
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Exemplo de Aplicacao da Comutatividade

® O resultado dos programas abaixo é igual devido a regra de comutatividade

for(inti=0;i<n;i++)
for(intj=0;j<n;j++)
soma += mat[i][j];

for(intj=0;j<n;j++) //invertendo os fors for(inti=n-1;i>=0;i--) //decrementando
for(inti=0;i<n; i++) for(int j = n-1; j >= 0; j--)
soma += mat[i][j]; soma += mat[i][j];
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Resumo das Regras Basicas de

Transformacao

e Distributividade Z Z
c.a=c. a

i€ | =N
® Associatividade Z(a_ +b)= Za_ _,_Zb_
=1 T =y
e Comutatividade Zai = Zap(i)
i€l p(i) € I
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Exercicio Resolvido (1)

® Mostre (e justifiqgue) se cada expressao abaixo é verdadeira ou falsa:

200 200 n n 32 32
a) ( )Zk3 = Zk3 c) ( )Z3I = 3.ZI e) ( )Z(3+t) = 75+Zt
k=0 k=1 =1 =1 t=8 t=8
1000 1000 12 12
b) () Z(3+p)=3+zp d( ) ka = (Zk)IO
0=0 0=0 k=0 k=0

PUC Minas Virtual



Exercicio Resolvido (1)

® Mostre (e justifiqgue) se cada expressao abaixo é verdadeira ou falsa:

200 200 n n 32 32
a) (V) Zk3 = Zk3 c) (V) Z3I = 3.ZI e) (V) Z(3+t) = 75+Zt
k=0 k=1 =1 =1 t=8 t=8
1000 1000 12 12
p
b) (X) Z(3+p)=3+Zp d) (X) ka = (Zk)
p=0 p=0 k=0 k=0
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Exercicio Resolvido (2)

e Aplique associatividade para unificar os dois somatadrios abaixo:

Snzzai + Zbl
3 1
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Exercicio Resolvido (2)

e Aplique associatividade para unificar os dois somatadrios abaixo:

Sn=zai + Zbl
3 1

= (a,+a,+a +...+a)+ (b, +b +b +..+b)
n

= b, +b,+ 3Z(ai+bi)
n

= -a,-a,+ 1Z(ai+bi)
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Exercicio Resolvido (3)

e Usando a comutatividade, prove que os somatorios abaixo sao iguais

Z(3 +2.i) = 2(3 + 2.(4-))

0<sis4 0<sis4
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Exercicio Resolvido (3)

e Usando a comutatividade, prove que os somatorios abaixo sao iguais

Z(3 +2.i) = 2(3 + 2.(4-))

0<i<4 0<i<4
RESPOSTA:
Primeiro somatério: (3+2.0)+(3+2.1)+(3+2.2)+(3+2.3)+(3+2.4)
No segundo, temos: (3 + 2.[4-0]) + (3 + 2.[4-1]) + (3 + 2.[4-2]) + (3 + 2.[4-3]) + (3 + 2.[4-4])

Logo, por comutatividade, temos apenas a alteracao da ordem dos elementos
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Exercicio Resolvido (3)

e Usando a comutatividade, prove que os somatorios abaixo sao iguais

Z(3 +2.i) = 2(3 + 2.(4-))

0<i<4 0<i<4
RESPOSTA:
Primeiro somatério: (3+2.0)+(3+2.1)+(3+2.2)+(3+2.3)+(3+2.4)
No segundo, temos: (3 + 2.[4-0]) + (3 + 2.[4-1]) + (3 + 2.[4-2]) + (3 + 2.[4-3]) + (3 + 2.[4-4])

Logo, por comutatividade, temos apenas a alteracao da ordem dos elementos

OBSERVACAO: (n-i) “simula” um decremento no valor de i PUC Minas Virtual




Exercicio Resolvido (4)

® Aplique as regras de transformacao para obter a féormula fechada da soma S_dos
elementos de uma Progressao Aritmética (PA)

S = Z(a + b.i)

0<isn
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Exercicio Resolvido (4)

e Aplique as regras de transformacao para obter a formula fechada da soma S dos

Recordando Progressao Aritmética

® Uma PA é uma sequéncia cuja razao (diferenca) entre dois termos
consecutivos é constante. Por exemplo, 5,7, 9, 11, 13, ...

e (Cadatermo da PA serd a=a+ b.i, onde a é o termo inicial; b, a razao; e, i, a
ordem do termo

® Na sequéncia acima, ae b saoiguaisab5 e 2, respectivamente. Logo, temos:
(5+2.0),(5+2.1),(5+2.2),(5+2.3),(5+2.4),...
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Exercicio Resolvido (4)

e Aplique as regras de transformacao para obter a formula fechada da soma S dos
Recordando Progressao Aritmética

e Exercicio: Mostre os valores de a e b na sequéncia 1, 4, 7, 10, 13, ...
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Exercicio Resolvido (4)

® Apligue as regras de transformacao para obter a formula fechada da soma S dos
Recordando Progressao Aritmética ,

e Exercicio: Mostre os valores de a e b na sequéncia 1, 4, 7, 10, 13, ...

Os valores a e b sao 1 e 3, respectivamente, logo, temos:

1+3.0=1
1+3.1=4
1+3.2=7
1+3.3=10
1+3.4=13
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Exercicio Resolvido (4) J

® Aplique as regras de transformacao para obter a féormula fechada da soma S_dos
elementos de uma Progressao Aritmética (PA)

S = Z(a + b.i)

0<is<n



Exercicio Resolvido (4) J

Aplique as regras de transformacao para obter a formula fechada da soma S_dos
elementos de uma Progressao Aritmética (PA)

S = Z(a + b.i)

0<is<n

Aplicando a comutatividade, podemos somar do maior para o menor, trocando

i por (n-i):
S = Z[a + b.(n-i)]

0<(n-i)<n



® Aplique as regras de transformacao para obter a féormula fechada da soma S_dos
elementos de uma Progressao Aritmética (PA)

S = Z(a + b.i)

0<i<n

Y , podemos somar do maior para o menor, trocando
i por (n-i):

S = Z[a +b.(n-i)] = Z[a +b.(n-i)] = Z[a + bn - bi]

0<(n-i)<n 0<i<n 0<is<n



Exercicio Resolvido (4)

e ComoS = Z[a + b.i] = Z[a + b.n - b.i], podemos afirmar que:

0<isn 0<isn

2S = Z[a+b.i] + Z[a+b.n-b.i]

0<isn 0<isn



Exercicio Resolvido (4)

Como S = Z[a + b.i] = Z[a + b.n - b.i], podemos afirmar que:

0<i<n 0<i<n
2S = Z[a + b.i] + Z[a + b.n - b.i]
0<i<n 0<i<n

Aplicando associatividade, podemos combinar os dois somatorios:

2S = Z[a +b.i+a+b.n-b.i]

0<i<n



Exercicio Resolvido (4) J

e ComoS = Z[a + b.i] = Z[a + b.n - b.i], podemos afirmar que:

0<is<n 0<i<n
2S = Z[a + b.i] + Z[a + b.n - b.i]
0<isn 0<i<n

e Aplicando associatividade, podemos combinar os dois somatorios:

2S = Z[a +b.i+a+b.n-b.i] = Z[Z.a + b.n]

0<i<n 0<is<n

e Simplificando, temos:
PUC Minas Virtual



Exercicio Resolvido (4) J

e Usando distributividade, temos:

2S = Z[Z.a +b.n] =(2.a+ b.n) .Zl

0<isn 0<isn

OBSERVACAO:
Como [2.a + b.n] ndo depende de
i, ele pode “sair” do somatorio
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Exercicio Resolvido (4) J

e Substituindo no somatorio, temos:

2S = Z[Z.a +b.n]=(2.a+0D

0<i<n

(n+1)
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Exercicio Resolvido (4) J

e Substituindo no somatorio, temos:

2S =(2.a+b.n).(n+1)
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Exercicio Resolvido (4) J

® Substituindo no somatorio, temos:

2S =(2.a +b.n).(n+1)

e Dividindo por dois, temos:

S,=(2.a+b.n).(n+1)
2
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Exercicio Resolvido (4) J

e Finalmente, temos:

S, =Z[a + b.i]=(2.a + b.n).(n+1)

0<i<n 2

PUC Minas Virtual



Exercicio Resolvido (5)

® Sabendo a formula da soma de uma progressao aritmética qualquer, mostre a
formula fechada para o somatdrio de Gauss

Z i =0+1+2+3+...+n

0<i<n

COLA

S =Z[a + b.i]= (2.a + b.n).(n+1)

0<i<n 2




Exercicio Resolvido (5) J

e Sabendo a formula da soma de uma progressao aritmética qualquer, mostre a
formula fechada para o somatério de Gauss

Z i =0+1+2+3+...+n
0<is<n

RESPOSTA: Nesse caso, temos uma progressao cujos valores a e b sao zero e um,
respectivamente

S, =Z[O +1.i] = (2.0+1.n).(n+1) = n.(n+1)
0<is<n 2 2
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Exercicio Resolvido (6)

e Dada a formula fechada do somatdrio dos n primeiros numeros inteiros, mostre
um algoritmo mais eficiente que o apresentado abaixo:

int somatorio(int n){
int soma = 0;
for(inti=1;i<=n;i++){
soma +=i;

}

return soma;
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Exercicio Resolvido (6) J

e Dada a formula fechada do somatdrio dos n primeiros numeros inteiros, mostre
um algoritmo mais eficiente que o apresentado abaixo:

int somatorio(int n){

int soma = 0;

for(inti=1;i<=n;i++){ int somatorio(int n){
soma += i; return ((n * (n+1))/2);

} }

return soma;
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Exercicio Resolvido (7)

® O Algoritmo de Selecao realiza Z (n-i-1) comparacdes entre registros. Agora,
, 0<is<n-2 .
mostre a formula fechada para esse somatorio



Exercicio Resolvido (7) J

® O Algoritmo de Selecao realiza Z (n-i-1) comparacdes entre registros. Agora,
, 0<is<n-2 .
mostre a formula fechada para esse somatorio

e Aplicando associatividade, temos:

Soin-Yn - 3 .

0sisn-2 0<is<n-2 0<i<n-2 0<is<n-2



Exercicio Resolvido (7) J

e O Algoritmo de Selecao realiza E (n-i-1) comparagcdes entre registros. Agora,
) 0<i<n-2 o
mostre a formula fechada para esse somatorio

e Substituindo nos somatorios, temos:
Z(n -i-1)
0<i<n-2 0<|<n2
(n-1)

n.(n-1)
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Exercicio Resolvido (7) J

e O Algoritmo de Selecao realiza E (n-i-1) comparagcdes entre registros. Agora,
) 0<i<n-2 o
mostre a formula fechada para esse somatorio

e Substituindo nos somatorios, temos:
Z(n -i-1)
0<i<n-2 0<|<n2

n.(n-1) 1.(n-1)
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Exercicio Resolvido (7) J

e O Algoritmo de Selecao realiza E (n-i-1) comparagcdes entre registros. Agora,
) 0<i<n-2 o
mostre a formula fechada para esse somatorio

e Substituindo nos somatorios, temos:

Z(n - i-1)=n.(n-1)

0<i<n-2 <n-2

1.(n-1)

Sabendo que: Zi =n(n+l) = Zi = (n-2)(n-1)

0<is<n 2 0<i<n-2 2 . \ . )
PUC Minas Virtual




Exercicio Resolvido (7) J

e O Algoritmo de Selecao realiza E (n-i-1) comparagcdes entre registros. Agora,
) 0<i<n-2 o
mostre a formula fechada para esse somatorio

e Substituindo nos somatorios, temos:

Z(n - i-1)=n.(n-1)

0<i<n-2

1.(n-1)

Sabendo que: Zi =n(n+l) = Zi = (n-2)(n-1)

0<i<n 2 0<i<n-2 2 . g ) )
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Exercicio Resolvido (7) J

® O Algoritmo de Selecao realiza Z (n-i-1) comparacdes entre registros. Agora,
, 0<is<n-2 .
mostre a formula fechada para esse somatorio

® Assim, temos:

Z(n -i-1)=n.(n-1) - (n-2)(n-1) - 1.(n-1)

0<i<n-2 2



Exercicio Resolvido (7) J

® O Algoritmo de Selecao realiza Z (n-i-1) comparacdes entre registros. Agora,
, 0<is<n-2 .
mostre a formula fechada para esse somatorio

® Assim, temos:

Z(n -i-1)=n.(n-1) - (n-2)(n-1) - 1.(n-1)
0<i<n-2 2
=2n(n-1) - (n-2)(n-1) - 2(n-1)
2




Exercicio Resolvido (7) J

® O Algoritmo de Selecao realiza Z (n-i-1) comparacdes entre registros. Agora,
, 0<is<n-2 .
mostre a formula fechada para esse somatorio

® Assim, temos:

Z(n -i-1)=n.(n-1) - (n-2)(n-1) - 1.(n-1)
0<i<n-2 2
= 2n(n-1) - (n-2)(n-1) - 2(n-1)
2
=20 -2n-[n -3n+2]-2n+2
2




® O Algoritmo de Selecao realiza Z (n-i-1) comparacdes entre registros. Agora,
, 0<is<n-2 .
mostre a formula fechada para esse somatorio

° , temos:

Z(n -i-1)=n.(n-1) - (n-2)(n-1) - 1.(n-1)
0<i<n-2 2
= 2n(n-1) - (n-2)(n-1) - 2(n-1)
2
=20 -2n-[n -3n+2]-2n+2
2




Exercicio Resolvido (8): Justifique as Expressoes

a)zni = Zni

1 0
b)znai # Znai

1 0

n n-1
0da = Qa.,

1 0

PUC Minas Virtual



Exercicio Resolvido (8): Justifique as Expressoes J

a)zni = Zni
1 0

Resposta: Os dois somatoérios sao
iguais, entretanto, o segundo faz uma
soma a mais que é com seu primeiro
termo cujo valor é zero.
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Exercicio Resolvido (8): Justifique as Expressoes J

b)znai # Znai
1 0

Resposta: Os somatorios sao
diferentes, porque, nao
necessariamente, o primeiro termo

(a,) éigual a zero
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C)Zai

Exercicio Resolvido (8): Justifique as Expressoes J

n-1

- Zai+1

0

Resposta: O resultado dos dois
somatorios é (a, +a,+a, +a,+... +a )

PUC Minas Virtual



Propriedades
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Agenda - Propriedades

e P1:Combinando Conjuntos

e P2:Base para a Perturbacao

PUC Minas Virtual



Propriedade P1:
Combinando Conjuntos
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Propriedade (P1): Combinando Conjuntos

e Combina conjuntos de indices diferentes. No caso, se | e I' sdo dois conjuntos
qguaisquer de inteiros, entao:

2a v 2a = Qe+ Qa

i €| i€l ie Ul ieintr
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Propriedade (P1): Combinando Conjuntos

e Combina conjuntos de indices diferentes. No caso, se | e I' sdo dois conjuntos
qguaisquer de inteiros, entao:

2a v 2a = Qe+ Qa

i €| i€l ie Ul ieintr

\

Observe que a uniao garante todos os
elementos e a intersecao, os repetidos

PUC Minas Virtual



Propriedade (P1): Combinando Conjuntos

e Combina conjuntos de indices diferentes. No caso, se | e I' sdo dois conjuntos
qguaisquer de inteiros, entao:

2a v 2a = Qe+ Qa

i €| i€l ie Ul ieintr

\

Observe que a uniao garante todos os
elementos e a intersecao, os repetidos

EXEMPLO: Se A={1,2,3}eB=1{3,5, 7}, entao
AUB=1{1,2,3,5 7,e A(NB ={3} |




Exercicio Resolvido (9)

® Sendo1=<m=<n, aplique a propriedade P1 para unificar os dois somatodrios
(quase disjuntos) abaixo:

m n
Eai+§ai=
1 m
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Exercicio Resolvido (9)

® Sendo1=<m=n, aplique a propriedade P1 para unificar os dois somatorios
(quase disjuntos) abaixo:

m n n
Ea. + Ea. = Ea + a
i i i m
1 m 1
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Exercicio Resolvido (10)

® Sendo1=<m=<n, aplique a propriedade P1 para unificar os dois somatodrios
(quase disjuntos) abaixo:

m-3 n
E ai + E ai =
1 m

PUC Minas Virtual



Exercicio Resolvido (10)

® Sendo1=<m=n, aplique a propriedade P1 para unificar os dois somatorios
(quase disjuntos) abaixo:

m-3 n n
Zai + Zai = Zai "CEEN T Iy
1 m 1

PUC Minas Virtual



Propriedade P2:
Base para a Perturbacao

PUC Minas Virtual



Propriedade (P2): Base para a Perturbacao

e Dada uma soma genérica qualquerS_ = Z a, temos que:

0<i<n

S =a,+a,ta,+... +a +a

n+1 (n+1)
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Propriedade (P2): Base para a Perturbacao

® Podemos reescrever Sn+1 de duas formas:

12 Forma

22 Forma S
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Propriedade (P2): Base para a Perturbacao

® Podemos reescrever Sn+1 de duas formas:

12 Forma

22 Forma S
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Propriedade (P2): Base para a Perturbacao

® Podemos reescrever Sn+1 de duas formas:

12 Forma

22 Forma S
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Propriedade (P2): Base para a Perturbacao

® Podemos reescrever Sn+1 de duas formas:

12 Forma S =S + 3

a
22 Forma a * Z J
O<|<n+1 1<|<n+1 0<|<n

Em ambos: a, +a ta,+a+...+a_ .
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Propriedade (P2): Base para a Perturbacao

® Podemos reescrever Sn+1 de duas formas:

12 Forma

22 Forma S .=
n+1

O0sisn+l

PUC Minas Virtual



Propriedade (P2): Base para a Perturbacao

® Podemos reescrever Sn+1 de duas formas:

12 Forma

22 Forma S

PUC Minas Virtual



Propriedade (P2): Base para a Perturbacao

e Resumindo, temos as duas igualdades:

>< = Sn+ an+1 = aO + Zai+1

0<i<n

12 Forma 22 Forma

PUC Minas Virtual



Propriedade (P2): Base para a Perturbacao

e Resumindo, temos as duas igualdades:

>< = Sn+ an+1 = aO + Zai+1

0<i<n

12 Forma 22 Forma

igualdade abaixo

n n+1 aO * Zai+1

0<i<n

Isso, frequentemente, resulta na equacao fechada
para$S_ PUC Minas Virtual

l Na pratica, para perturbar, resolveremos a

wn
+

QD

|



Exercicio Resolvido (11)

® Aplique P2 para obter a formula fechada da soma S_dos elementos de uma PG

S, = Za.xi

0<is<n

COLA COLA

Sn + an+1 = a0 +

a = ax
ZaHl

N<i<n




Exercicio Resolvido (11) J

® Aplique P2 para obter a formula fechada da soma S_dos elementos de uma PG

S, = Za.xi

0<is<n

e Aplicando P2, temos:

S, + ax™l = ax° + za.x”1

COLA COLA

S + 3 / a//
n n
Z ai = 4da.X
a. PUC Minas Virtual
i+1

N<i<n




Exercicio Resolvido (11) J

® Aplique P2 para obter a formula fechada da soma S_dos elementos de uma PG

S, = Za.xi

0<is<n

e Aplicando P2, temos:

S, + ax™ = ax® + Za.x‘*1
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Exercicio Resolvido (11)

v

® Aplique P2 para obter a formula fechada da soma S_dos elementos de uma PG

S

n

e Fazendo algebrismo, temos:

0<is<n

S, + a.x"t

= a.x° <Za.xi+1

0<is<n

Lembre que x*™1 =x . x

PUC Minas Virtual



Exercicio Resolvido (11) J

® Aplique P2 para obter a formula fechada da soma S_dos elementos de uma PG

S, = Za.xi

0<is<n

e Fazendo algebrismo, temos:
S + a X" = Za xﬂ

0<is<n

0<i<n PUC Minas Virtual




Exercicio Resolvido (11) J

® Aplique P2 para obter a formula fechada da soma S_dos elementos de uma PG

S, = Za.xi

0<is<n

e Aplicando a distributividade, temos:

S + ax" = Zax"5

0<is<n

Z(a.xix) = X.Z(a.xi)

0<i<n 0<i<n PUC Minas Virtual




Exercicio Resolvido (11) J

® Aplique P2 para obter a formula fechada da soma S_dos elementos de uma PG

S, = Za.xi

0<is<n

e Aplicando a distributividade, temos:

S, + ax™ = Zax'+>

0<is<n

Z(a.xix) = X.Z(a.xi) =X.S,

0<i<n 0<i<n PUC Minas Virtual




Exercicio Resolvido (11) J

® Aplique P2 para obter a formula fechada da soma S_dos elementos de uma PG

S, = Za.xi

0<is<n

e Aplicando a distributividade, temos:

S, + a.x"™ = a.x° Za.xi+1
0<i<n

Z(a.xix) = X.Z(a. ) =x.5_
0<i<n 0<i<n PUC Minas Virtual




Exercicio Resolvido (11) J

® Aplique P2 para obter a formula fechada da soma S_dos elementos de uma PG

S, = Za.xi

0<is<n

e Aplicando a distributividade, temos:

S+ a.x"™ = a.x° < x.Sn>

Z(a.xix) = X.Z(a. ) =x.5_
0<i<n 0<i<n PUC Minas Virtual




Exercicio Resolvido (11) J

® Aplique P2 para obter a formula fechada da soma S_dos elementos de uma PG

S, = Za.xi

0<is<n

e Aplicando a distributividade, temos:

S, + a.x™l = a.x

PUC Minas Virtual



Exercicio Resolvido (11) J

® Aplique P2 para obter a formula fechada da soma S_dos elementos de uma PG

S, = Za.xi

0<is<n

e Fazendo algebrismo, temos:

S, + a.x"1 a.x

x
o
]
[EEY
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Exercicio Resolvido (11) J

® Aplique P2 para obter a formula fechada da soma S_dos elementos de uma PG

S, = Za.xi

0<is<n

e Fazendo algebrismo, temos:

S, + ax"™l = g3 + XS

PUC Minas Virtual



Exercicio Resolvido (11) J

e Fazendo algebrismo, temos:

S+ a.x"l = a+ X.S_

PUC Minas Virtual



Exercicio Resolvido (11) J

e Fazendo algebrismo, temos:

S+ ax" = g+ X.S_ =

Invertendo o lado dos
termos marcados

n+1

S -x.S = a-a.x
n n

PUC Minas Virtual



Exercicio Resolvido (11) J

e Fazendo algebrismo, temos:

S+ a.x"l = a+ X.S_ =

Colocando Sn em evidéncia

S -%xS = a-ax"t =
n n

\

(1-x)S =a-ax"

PUC Minas Virtual



Exercicio Resolvido (11) J

e Fazendo algebrismo, temos:

S+ a.x"l = a+ X.S_ =

Invertendo o lado de (1-x)

S -xS = a-ax"
n n

(1-x)S =a-ax"™

S =a-ax"!parax#1 =
1-x

PUC Minas Virtual



Exercicio Resolvido (11) J

Fazendo algebrismo, temos:

S +ax" = a+xS =
S -xS =a-ax™ =
(1-x)S_=a-ax™ =
S =a-ax"', parax#1 =
1-x
S, = Za.xi =a-ax"! parax#1
0<is<n

1-x
PUC Minas Virtual



Exercicio Resolvido (11) J

e Fazendo algebrismo, temos:

S+ a.x"l = a+ X.S_ =

c .. C - - ..n+1 —_

Observe que quando x = 1, temos:

Z (a.1') = Za =(n+1).a

O0=si=n 0<is<n
1-x
S = 2 ax=a-ax"™, parax#1
] § a-ax
0<i<n 1 -x

PUC Minas Virtual



Exercicio Resolvido (12) J

® Encontre a formula fechada do somatoério abaixo:

S = Zi.Z‘

0<is<n

PUC Minas Virtual




Exercicio Resolvido (12)

® Encontre a formula fechada do somatoério abaixo:

S, = Zi.Z‘

0<is<n

S, = 0.2°+1.2Y+2.22+3.23442°+5.2°+...+n.2"




Exercicio Resolvido (12) J

® Encontre a formula fechada do somatoério abaixo:

S = Zi.Z‘

0<is<n

0.2°+1.21+2.22+3.23+4.2°+5.2°+...+n.2"

S 17 @ 1.2 4+2.22+3.23+4.2°+5.2° + ... + n.2" £ (n+1).2"*Y)
COLA

PUC Minas Virtual
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Exercicio Resolvido (12) J

® Encontre a formula fechada do somatoério abaixo:

S = Zi.Z‘

0<is<n

0.2°+1.21+2.22+3.23+4.2°+5.2°+...+n.2"

wn
-
I

0<i<n PUC Minas Virtual




e Aplicando P2, temos:

Exercicio Resolvido (12)

0.2° + Z(i+1).2i+1

S+ (n+1).2™*

COLA 23 = Wi

S, = Zi.zi
COLA 0<i<n
S g an+1 = a0+ Zaiﬂ

0<i<n

0<is<n

PUC Minas Virtual



Exercicio Resolvido (12) J

e Aplicando P2, temos:

S+ (n+1).2™ = Z(i+1).2i+1

PUC Minas Virtual



Exercicio Resolvido (12) J

e Como0.2°=0, temos:

I
:_.
Ay
N
T
[

S+ (n+1).2™*

PUC Minas Virtual



Exercicio Resolvido (12) J

e Aplicando associatividade, temos:

S + (n+1).2™ =

Z(|+1) 7 = Z(I 24

H”

0<is<n 0<is<n

PUC Minas Virtual



Exercicio Resolvido (12) J

e Aplicando associatividade, temos:

S + (n+1).2™ =

i+1)Z(i+1).2i+1=Z(i.2i+1+1.2 0 ZI2.+1 ZZM

0<i<n

0<isn O0si=n

PUC Minas Virtual



Exercicio Resolvido (12) J

e Aplicando associatividade, temos:

S + (n+1).2™ =

Z(i+1).2i+1 = Z(i.zi+1 +1.2 Z' 5 i+l ZZ 1

i+1) 0<i<n

0<isn O0si=n

PUC Minas Virtual



Exercicio Resolvido (12) J

e Aplicando distributividade, temos:

Sn + (n+1).2n+1 — ZI 2 |+1 Zz i+1

0<i<n

Lembre que 21 =2 x 2!

PUC Minas Virtual



Exercicio Resolvido (12) J

e Aplicando distributividade, temos:

S+ (n+1).2™ = Z.Zi.Z‘ + z.Zzi

0<isn 0<isn

PUC Minas Virtual



Exercicio Resolvido (12) J

S+ (n+1).2™ = A@ + 2 .Zzi
0 0<is<n

® Substituindo S,, temos:

COLA

0<i<n PUC Minas Virtual




Exercicio Resolvido (12) J

® Substituindo S,, temos:

S+ (n+1).2™ = v, .Zzi

PUC Minas Virtual



Exercicio Resolvido (12) J

® Substituindo S,, temos:

S + (n+1).2"™* = 25 ™N\2 .Zzi

PUC Minas Virtual



Exercicio Resolvido (12) J

e E agoraJosé?

S+ (n+1).2™*

E agora José?

PUC Minas Virtual



e \Vimos que:

E agora José?

Exercicio Resolvido (12)

Vimos

S+ (n+1).2™*

que

z a.x =a-ax™, parax#1
0<i<n 1-x

PUC Minas Virtual



Exercicio Resolvido (12) J

® Logo:

S+ (n+1).2™*

; i — ~ _ n+1
E agora José? > Za.x =a-ax™, parax#1
0<is<n 1_X

e

Fazendoa=1ex =2, temos Zl.zi
0<i<n

PUC Minas Virtual




Exercicio Resolvido (12) J

® Logo:

S+ (n+1).2™*

; i — ~ _ n+1
E agora José? > Za.x =a-ax™, parax#1
0<is<n 1_X

e

Fazendoa=1ex =2, temos ZZ‘
0<i<n

PUC Minas Virtual




Exercicio Resolvido (12)

® Logo:

S+ (n+1).2™*

E agora José? >

0

z ax =a-ax"™ parax#1

<is<n

1-x

e

Fazendoa=1ex =2, temos ZZ‘

0<is<n

2n+1

1-2

PUC Minas Virtual




Exercicio Resolvido (12)

® Logo:

S+ (n+1).2™*

E agora José? >

0

z ax =a-ax"™ parax#1

<is<n

1-x

e

Fazendoa=1ex =2, temos ZZ‘

0<is<n

1-2

2n+1 =1 - 2n+1

-1

PUC Minas Virtual



Logo:

E agora José?

Exercicio Resolvido (12)

S+ (n+1).2™*

>

0

z ax =a-ax"™ parax#1

<is<n

1-x

e

Fazendoa=1ex =2, temos ZZ‘

1

0<is<n

1 - 2n+1 =1 - 2n+1 — 2n+1_

N9

1
1—

PUC Minas Virtual



Logo:

E agora José?

Exercicio Resolvido (12)

S+ (n+1).2™*

>

0

z ax =a-ax"™ parax#1

<is<n

1-x

e

Fazendoa=1ex =2, temos ZZ‘

1

0<is<n

1_2n+1= 1_2n+1

2n+1_

N9

1
1—

PUC Minas Virtual



Exercicio Resolvido (12) J

e Fazendo algebrismo, temos:

S + (n+1)2™! = 2.8 + 2(2™1-1)

PUC Minas Virtual



Exercicio Resolvido (12) J

e Fazendo algebrismo, temos:

S_+ (n+1).2™" = 2.8 + 2(2™1.1) =
(n+1).21-2,(2™1-1)=2.S -S_

Invertendo os termos em

vermelho de lado PUC Minas Virtual




Exercicio Resolvido (12) J

e Fazendo algebrismo, temos:

S+ (n+1).2™1 = 2.5+ 2(2™-1)=
(n+1).2m1-2,(2™11)=28 -§ =
S_=(n+1).2""-22"1 +2

Invertendo Sn de lado

PUC Minas Virtual




Exercicio Resolvido (12) J

e Fazendo algebrismo, temos:

S+ (n+1).2™1 = 2.5+ 2(2™-1)=
(n+1).2m1.2,(2™11)=2S -5 =
S, = (n+1).2™1 - 2.2 4+ 2 =
S = n2n*t1 4+ ont1 _ 9 ont1 4 9

Resolvendo (n+1).2"*!
PUC Minas Virtual




Exercicio Resolvido (12) J

e Fazendo algebrismo, temos:

S + (n+1).2™" = 28 + 2(2"-1)=
+1 _ +1
(n+1) 2m1-2,(2"-1)=28 -s =
(n+1) 2n+1 2 2n+1 + 2 =
Sn =n2"*t 4 20t L2271 4+ D =

S_=n2™!.2m1 42

Resolvendo 2" - 2.2n*1
PUC Minas Virtual




Exercicio Resolvido (12) J

e Fazendo algebrismo, temos:

S + (n+1).2™" = 28 + 2(2"-1)=
+1 +1
(n+1) 2" 2.(2""'-1)=2.5 -Sn =
(n+1) 2n+1 2 2n+1 + 2 =
Sn =n2"1 + 21 o2 201 4 D =
Sn =n2"t.2n1 4 2 =

S_=(n-1).2"" +2

Colocando 2™ em /
evidéncia PUC Minas Virtual




Exercicio Resolvido (12) J

® Finalmente:
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