Alguns Metodos Gerais

Unidade I: Analise de Algoritmos
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® Procurelll

® Adivinhe a resposta, prove por inducao

® Perturbe a soma
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PUC Minas Virtual



Método Procure!!!

® Possivelmente, qualguer formula de somatdério que venhamos a precisar
esta resolvida na literatura, logo, procure!!!

MATEMATICA CONCRETA

GRAHAM KNUTH PATASHNIK
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Método Procure!!!

® Possivelmente, qualguer formula de somatdério que venhamos a precisar
esta resolvida na literatura, logo, procure!!!
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Adivinhe a Resposta,
Prove por Inducao
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Método: Adivinhe a Resposta, Prove por Indugao

® Se, em um passe de magica (ou inspiracao ou deducao), descobrimos a
resposta, basta prova-la por inducao matematica
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Método: Adivinhe a Resposta, Prove por Indugao

® Se, em um passe de magica (ou inspiracao ou deducao), descobrimos a
resposta, basta prova-la por inducao matematica

Indugdao Matematica:
Técnica simples e
robusta para provas
matematicas
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Prova por Inducao

® 1°Passo (passo base): Provar que a formula é verdadeira para o primeiro
valor, substituindo n na equacao pelo primeiro valor

® 2°Passo (inducao propriamente dita): Supondo que n >0 e que a férmula é
valida quando substituimos n por (n-1)

S =S +a

n n-1 n

S_, = € a equacdo substituindo n por (n-1)

a_=n-ésimo termo da sequéncia
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Exercicio Resolvido (1)

® Prove porinducao que a formula abaixo para a soma dos quadrados
perfeitos é verdadeira:

S = Z i =n(n+1)(2.n+ 1), paran=0
0<i<n 6

n2 0 1 4 9 16 25 36 49 64 81 | 100 | 121 | 144

S 0 1 5 14 30 55 91 | 140 | 204 | 285 | 385 | 506 | 650
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Exercicio Resolvido (1)

e 1°Passo (passo base): Na equacao, substituir n pelo primeiro valor (zero)

Peoo

Primeiro Sn= Z iZ =n (n+1)(2.n + 1)

valor 0<i<n 6

/
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Exercicio Resolvido (1)

e 1°Passo (passo base): Na equacao, substituir n pelo primeiro valor (zero)

Peo

Primeiro Sn= Z iZ2 =0 (0+1)(2.0 + 1)

valor 0<i<n 6

/
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Exercicio Resolvido (1)

e 1°Passo (passo base): Na equacao, substituir n pelo primeiro valor (zero)

S = Z i> =0(0+1)(2.0+1) = 0
0=i=n 6 (verdadeiro)

Lembre que 02 é iguala 0

/
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Exercicio Resolvido (1)

® 2°Passo (inducao propriamente dita): Aplicar a férmula
S =S +a
n n-1 n

/
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Exercicio Resolvido (1)

e 2°2Passo (inducao propriamente dita):
Sn = Sn-l + an

/
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Exercicio Resolvido (1)
e 2°2Passo (inducao propriamente dita):
S

d=n
n

S .= (n-1) {(n-1)+1)(2(n-1) +1)
6

J
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Exercicio Resolvido (1)
e 2°2Passo (inducao propriamente dita):
S

d=n
n

S .= (n-1) ((n-1)+1)(2(n-1) +1) = (n-1)(n)(2n-1)
6 6

J
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Exercicio Resolvido (1)

e 2°2Passo (inducao propriamente dita):
Sn = Sn-l + an

S, = (n-1)(n)(2n-1) + n>

6 \

SubstituindoS . ea
n-1 n

/
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Exercicio Resolvido (1)

e 2°2Passo (inducao propriamente dita):
Sn = Sn-1 + an

S = (n-1)(n)(2n-1) + n’ =
6
6S = (n-1)(n)(2n-1) + 6n°

T

Multiplicando a equacao por seis

/
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Exercicio Resolvido (1)

e 2°2Passo (inducao propriamente dita):
Sn = Sn-1 + an

S = (n-1)(n)(2n-1) + n’ =
6
6S = (n-1)(n)(2n-1) + 6n° =
6S = (n*-n)(2n-1) +6n° . Resolvendo (n-1)(n)

/
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Exercicio Resolvido (1)

e 2°2Passo (inducao propriamente dita):
Sn = Sn-1 + an
S = (n-1)(n)(2n-1) + n’ =
6
6S = (n-1)(n)(2n-1) + 6n?

n = Resolvendo (n?-n)(2n-1)
6S = (n*-n)(2n-1) + 6n* /

6S =[2n’ - n? - 2n + n] + 6n’

/
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Exercicio Resolvido (1)

e 2°2Passo (inducao propriamente dita):
Sn = Sn-1 + an

S = (n-1)(n)(2n-1) + n’ =
6
6S = (n-1)(n)(2n-1) + 6n2 = Resolvendo os termos com n? e |
2 5 invertendo o lado do “6”
6S = (n°-n)(2n-1) + 6n =

6S = [2n°-n*-2n’+n] +6n> =

S = 2n+3n % n /
6
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Exercicio Resolvido (1)

e 2°2Passo (inducao propriamente dita):
Sn = Sn-1 + an

S = (n-1)(n)(2n-1) + n’ =
6
6S = (n-1)(n)(2n-1) + 6n° =
6S = (n’-n)(2n-1) + 6n =
6S =[2n°-n?-2n*+n] +6n* = |
S.=2n’+3n*n=n (n+1)(2n +1) J
6 6
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Exercicio Resolvido (1)

e 2°2Passo (inducao propriamente dita):
Sn = Sn-1 + an

S = (n-1)(n)(2n-1) + n? =
6
6S,= (n-1)(n)(2n-1) + 6n’ =
6S = (n*-n)(2n-1) + 6n =
65,=[2n°-n?-2n?+n] +6n2 = ‘
Sn= 2n3+ 3n 2+ nN=n (n+1)(2n +1) (Verdadeiro) J
6 6
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Exercicio Resolvido (2)

® Encontre a formula fechada do somatério abaixo e, em seguida, prove a usando
inducao matematica

Y (B+1)=

0



Exercicio Resolvido (2)

Encontre a férmula fechada do somatdrio abaixo e, em seguida, prove a usando

inducao matematica

Y (B+1)=

0
i:“i:i\
0 0

Usando associatividade

v
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Exercicio Resolvido (2)

Encontre a férmula fechada do somatdrio abaixo e, em seguida, prove a usando
inducao matematica

n

Y (B+1)=
0
Zn:3+ii= Sabendo o valor dos dois somatarios:
0 0 2 8
a1y 28D _ " Somatc?r!o de 3
" 2 e Somatorio de Gauss

v
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Exercicio Resolvido (2)

Encontre a férmula fechada do somatdrio abaixo e, em seguida, prove a usando

inducao matematica

n

Y (B+1)=

0

n n
Y. 3+) i=
0 0

Efetuando algebrismo

3(" + 1) + ,l(n + )/
2
6n+6+n2+n B

2

v
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Exercicio Resolvido (2)

Encontre a férmula fechada do somatdrio abaixo e, em seguida, prove a usando
inducao matematica

n

Y (B+1)=

‘:')l, n
RISNE
0 0

n(n+1)

Continuando nosso algebrismo
3(n+1)+

6n+6+n2+n B
5 —

n2+Tn+6
2

v
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Exercicio Resolvido (2)

Encontre a férmula fechada do somatdrio abaixo e, em seguida, prove a usando

inducao matematica

n

Y (B+1)=

‘:')l, n
Y. 3+) i=
0 0

n(n+1
3(n+1)+n(n+ )

6n+6+n2+n B
5 —

n2+Tn+6
2

Provando por
inducao

Prova por indugao:

1) Passo base:

2) Inducao propriamente dita:

v

PUC Minas Virtual



Exercicio Resolvido (2)

Encontre a férmula fechada do somatdrio abaixo e, em seguida, prove a usando

inducao matematica

n

Y (B+1)=

0

n n

Y 3+> i=
0 0

n(n+1)

3(n+1)+

6n+6+n2+n B
5 —

n2+Tn+6
2

Passo base

Prova por indugao:

1) Passo base:

024+70+6
2

2) Inducao propriamente dita:

= 3 (verdadeiro)

v
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Exercicio Resolvido (2)

Encontre a formula fechada do somatorio abaixo e, em seguida, prove a usando
indugéo matemética Prova por inducao:

1) Passo base:

n 2 >
2(3 +1i) = % = 3 (verdadeiro)
0
Zn: 34 i:i _ 2) Inducao propriamente dita:
0 0
il Sp = Sn-1+an
3(n+1)+ ) =
n—1)2+7n—-1)+6 .
6n+6+n%+n _ Sp = 7 +(3+n)
2
‘ (M =2n+1)+(Tn—T7)+6  2(3+n)
n?2+7n+6 Sn = 2 T
2 ~
Indugdo g _ (M=t 1)+(Tn—T)+6+(6+2n)
propriamente RAmas, o
. Sp = ————— (verdadeiro)
dita .
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Exercicio Resolvido (3)

® Encontre a formula fechada do somatério abaixo e, em seguida, prove a usando
inducao matematica

n

D (20 +1) - (20)%) =

1



Exercicio Resolvido (3)

® Encontre a formula fechada do somatdrio abaixo e, em seguida, prove a usando
inducao matematica

n

D l2i+1)? - (20)%) =

1

D (4% + 4i+1) - 4i%) =
1

n

D i+1]=

A+ )=

n(n+1)

4 5 +n=
/ Resolvendo /
2n% + 3n
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Exercicio Resolvido (3)

® Encontre a formula fechada do somatdrio abaixo e, em seguida, prove a usando

inducao matematica

n

> l@i+1)? - (20)7

1

n

D (4% + 4i+1) - 4i%) =

i |

n

D i+1]=

1

4) [+ 1=

n(n+ 1)

4
2

202 + 3n

+n=

Provando por
inducao

Prova por inducao:

1) Passo base:

2) Indugao propriamente dita:

v
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Exercicio Resolvido (3)

® Encontre a formula fechada do somatdrio abaixo e, em seguida, prove a usando

inducao matematica

n

> l@i+1)? - (20)7

1

n

D (4% + 4i+1) - 4i%) =

i |

f:[zu +1] =

A+ )=

n(n+ 1)
4
2

202 + 3n

+n=

Passo base

Prova por inducao:

1) Passo base:

2.12 + 3.1 = 5 (verdadeiro)

2) Indugao propriamente dita:

v
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Exercicio Resolvido (3)

e Encontre a férmula fechada do somatoério abaixo e, em seguida, prove a usando
indugéo matemética Prova por indugao:

1) Passo base:
n

D_[(2i+1)? - (20)?) = .
1 2.12 4 3.1 = 5 (verdadeiro)

n
2:[(41‘2 +4i4+1)—44%) = 2) Indugao propriamente dita:
1

i S’Il = Sn—l + an

[4i +1] =

1 <
Spn=2n—-1)%+3(n—-1)+ (4n+1)

4) [+ 1=

Sp=2m2—2n+1)4+(3n—3) + (dn+1)

n(n+1) 3
Ty TEs lnd,ugao Sn=(2n* —4n+2)+ (3n —3) + (4n + 1)
propriamente
2n? + 3n d |ta S, = 2n% + 3n (verdadeiro)
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Exercicio Resolvido (4)

® Encontre a formula fechada do somatério abaixo e, em seguida, prove a usando
inducao matematica

Z[('n+1)z (5i — 1) =



Exercicio Resolvido (4)

® Encontre a formula fechada do somatdrio abaixo e, em seguida, prove a usando
inducao matematica

n
> [(5i+1)? — (5i — 1)) =
1
n
> [(256 + 10i + 1) — (254% — 10i + 1)] =
.
> (25 +10i + 1 — 25i* + 10i — 1] =
1

iimm=

n(n+1)
2 =
) 2

10n2 + 10n
" Resolvendo /
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Exercicio Resolvido (4)

® Encontre a formula fechada do somatdrio abaixo e, em seguida, prove a usando

inducao matematica

i[({n‘ +1)? — (5i — 1) =
1

n

> [(256% + 103 + 1) — (252 — 108 + 1)] =

1

n
> (2562 + 10i + 1 — 25 + 10i — 1] =
1

i[zm] -

n(n+1)
2

20

10n2 + 10n

Prova por inducao:

Provando por
inducao

1) Passo base:
10.12 4 10.1 = 20 (verdadeiro)
2) Indugao propriamente dita:

Sn=8n-1+an

Sp = 10(n — 1)2 +10(n — 1) + (20n)

S, = 10(n% — 2n + 1) + (10n — 10) + 20n

Sn = (10n% — 20n + 10) + (10n — 10) + 20n J
S, = 10n% + 10n (verdadeiro)

rFuL minas Virtual



Exercicio Resolvido (5)

® Prove a férmula apresentada anteriormente usando inducao matematica

Z i.2' =(n-1).2"1+2

0<i<n

™1
PU

C Minas ‘Jﬁr’

t
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Exercicio Resolvido (5)

® Prove a férmula apresentada anteriormente usando indu¢cao matematica

Prova por inducao:

. 1) Passo base:
Z .20 = (n-1).2™1 + 2

(0 —1)2°F! + 2 = 0 (verdadeiro)
0<is<n

2) Indugao propriamente dita:

Sn = Sn—l +an
Sn = [((n —1) — 1)2=D+1 | 9] 4 (n2")

Sp=(n—2)2" + 24 n2"

Sp=(2n —2)2" 4 2

Provando por Sy = (n—1)2"2 42
inducao
S, = (n—1)2"*"! + 2 (verdadeiro)
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Perturbe a Soma
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Método: Perturbe a Soma

e Aplicamos:
o Regras basicas de transformacao: distributividade, associatividade e

comutatividade

o Propriedades P1 e P2

PUC Minas Virtual



Exercicio Resolvido (6)

® Aplique perturbacao para encontrar a formula do somatodrio abaixo:

(%)
> 8
£
Q
>
"
Q)
+
0
o
:
>

_ 2 oy S o .
a = | PUC Minas Virtual




Exercicio Resolvido (6)

® Aplique perturbacao para encontrar a formula do somatodrio abaixo:

e Aplicando P2, temos: S + (n+1)? = 0% + Z(i+1)2

ai+1 —

a = i PUC Minas Virtual




Exercicio Resolvido (6)

® Aplique perturbacao para encontrar a formula do somatodrio abaixo:

e Aplicando P2, temos: S + (n+1)? ><+ Z(i+1)2

0<is<n

SOA 5 = 5 + COLA J
n n+1 0

5 a. = i PUC Minas Virtual

HIT
T4




Exercicio Resolvido (6)

® Aplique perturbacao para encontrar a formula do somatodrio abaixo:

0<i<n
e Aplicando P2, temos: S + (n+1)? = + Z(i+1)2
0<isn
COLA — COLA
S ¥ a  =a+ 2 J
a a = | PUC Minas Virtual

HIT
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Exercicio Resolvido (6)

e Continuando, temos:

S_+(n+1)*= Z (i+1)?

0<isn

v
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Exercicio Resolvido (6)

e Continuando, temos:

S +(n+1)*= Z (i+1)?

0<is<n

v
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Exercicio Resolvido (6)

e Continuando, temos:
Resolvendo (i+1)? = (i®+2i+1)

S +(n+1)*= Z (i+1)° =

0<is<n

S +(n+1)* = Z (i2+2i+1)

0<i<n

v
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Exercicio Resolvido (6)

Continuando, temos:
Aplicando associatividade

S +(n+1)*= Z (i+1)° =

0<is<n

S +(n+1)* = Z (i24+2i+1) =

0<is<n
S +(n+1)* = Zi2 + ZZi + Zl
0<is<n 0<is<n 0<is<n

DIIFr
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Exercicio Resolvido (6)

e Continuando, temos:

Sabendo

S +(n+1)* = Z (i+1)* =

0<i<n
S +(n+1)*= Z (i2+2i+1) =

0<i<n
Sn+(n+1) ZZI + Zl
0<is<n
5 v
n ot i~ .
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Exercicio Resolvido (6)

e Continuando, temos:

S +(n+1)*= Z (i+1)* =

0<is<n

S +(n+1)*= Z (i+2i+1) =

0<is<n

S +(n+1)*='S  + ZZi + Zl

0<is<n

0<is<n

Substituindo




Exercicio Resolvido (6)

e Continuando, temos:
Sabendo

S +(n+1)*= Z (i+1)* =

0<is<n

S+ (n+1)% = Z (i+2i+1) =

0<is<n

S +(n+1)?= S z 1
n n
Zisn

0<is<n

Duas vezes o somatorio J

de Gauss: [n x (n+1)] PUC Minas Virtual



Exercicio Resolvido (6)

e Continuando, temos:

Substituindo

S +(n+1)*= Z (i+1)* =

0<is<n

S +(n+1)*= Z (i+2i+1) =

0<is<n

S +(n+1)= S +n(n+l)+ Zl

0<is<n

PUC Minas Virtual

ruc




Exercicio Resolvido (6)

e Continuando, temos:
Sabendo

S +(n+1)*= Z (i+1)* =

0<is<n

S+ (n+1)% = Z (i+2i+1) =

0<is<n

S +(n+1)>= S +n(n+1)

(n+1) J

DIIFr
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Exercicio Resolvido (6)

e Continuando, temos:
Substituindo

S +(n+1)*= Z (i+1)* =

0<is<n

S+ (n+1)% = Z (i+2i+1) =

0<is<n

S +(n+1)’= S +n(n+l)+ (n+1)

PUC Minas Virtual



Exercicio Resolvido (6)

Continuando, temos: :
Temos um problema, pois as

somas se anulam...

S +(n+1)*= Z (i+1)* =

0<is<n

E agora José?

v
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Exercicio Resolvido (6)

Continuando, temos: :
Temos um problema, pois as

somas se anulam...

S +(n+1)*= Z (i+1)* =

0<is<n

... vamos tentar resolver o
somatorio dos cubos!!!

v

PUC Minas Virtual



Exercicio Resolvido (7)

® Perturbe o somatdério dos cubos para encontrar a férmula fechada do somatorio
dos quadrados

SCUBOn = i

0<i<n



Exercicio Resolvido (7)

® Assim, aplicando P2 no somatodrio dos cubos, temos:

Scuso_+ acuso ., = acuso,. + z (i+1)3
n n+1 0
0<isn

L COLA J
n n+1 0

_ 3 ~ \\ o .
a = | PUC Minas Virtual




Exercicio Resolvido (7)

® Assim, aplicando P2 no somatodrio dos cubos, temos:

Scuso_+ acueo acuso E (i+1)3
n n+l 0

0<i<n

(n+1)3 03

v
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Exercicio Resolvido (7)

® Assim, aplicando P2 no somatodrio dos cubos, temos:

Scuso_+ (n+1)3 =>9< +Z(i+1)3

0<i<n

v

PUC Minas Virtual



Exercicio Resolvido (7)

® Assim, aplicando P2 no somatodrio dos cubos, temos:

Scuso_+ (n+1)3 = Z(i+1)3

0<i<n

v

PUC Minas Virtual



Exercicio Resolvido (7)

Assim, aplicando P2 no somatadrio dos cubos, temos:

SCUBOn +

SCUBOn +

(n+1)3

(n+1)3

Resolvendo (i+1)3= (i3+3i%+3i+1)

o] £ ™ s \ 2 mmd
PUC Minas Virtual




Exercicio Resolvido (7)

Assim, aplicando P2 no somatadrio dos cubos, temos:

Scuso + (n+1)? = Z(i+1)3 = Aplicando associatividade
’ 0<is<n
Scugo_ + (n+1)3 = Z(i3+3i2+3i+1) =
0<isn
Scugo_ + (n+1)3 = Zi3 4 Z3i2 + Z3i 4 Zl
0<isn 0<is<n 0<is<n 0<is<n

™1

PUC Minas Virtual



Exercicio Resolvido (7)

Assim, aplicando P2 no somatadrio dos cubos, temos:

Scuso_+  (n+1) = Z(i+1)3 = Sabendo

0<i<n

Scuso_+ (n+1)* = Z(i3+3i2+3i+1) =

0<i<n
3
Scuso_ 3S 3n(n+l) (n+1) J

’) PUC Minas Virtual



Exercicio Resolvido (7)

Assim, aplicando P2 no somatadrio dos cubos, temos:

Scuso_+ (n+1)® = Z(i+1)3 = Substituindo
0<isn

Scuso_+  (n+1)° = Z(i3+3i2+3i+1) =
0<isn

Scuso_+ (n+1)* = Scuso_+ 3S + 3n(n+1) + (n+1)

2



Exercicio Resolvido (7)

e Reorganizando:

Scuso_+ (n+1)3 = Scuso_+ 3S_+ 3n(n+1) + (n+1)
2

PUC Minas Virtual



Exercicio Resolvido (7)

e Reorganizando:

Scuso_+ (n+1)’ = Scuso + 3S + 3n(n+1) + (n+1) =
2

(n+1)* =/ 3S_+3n(n+1) + (n+1)
2

Eliminando Scuson

DIIFr

PUC Minas Virtual



Exercicio Resolvido (7)

Reorganizando:

Scuso_+ (n+1)® = Scugo_+ 3S_+ 3n(n+l) + (n+l) =

2

(n+1)®> = 3S +3n(n+l) + (n+1) =
n

2
6S_=2(n+1)*- 3n(n+1) - 2(n+1)

Multiplicando a equacao por
dois e invertendo S, de lado
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Exercicios

PUC Minas Virtual



e Faca um método int somatorioPA(double a, double b, int n) que retorna o
somatorio dos n primeiros termos de uma PA com termo inicial a e razao b.

PUC Minas Virtual



e Um algoritmo de ordenacao tradicional é o Insercao. Faca a analise de
complexidade desse algoritmo para os niumeros de comparacdes e
movimentac¢des entre registros no pior e melhor caso

PUC Minas Virtual



