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Somatérios (>)

Principal Motivacao na Ciéncia da Computacao

» Levantamento de custo (e.g., tempo e memoaria) de algoritmos

* O custo de um algoritmo € a soma dos custos das suas

operacoes
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Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (1)

» Mostre o somatorio dos n primeiros numeros inteiros
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Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (1)

» Mostre o somatorio dos n primeiros numeros inteiros J

Ciéncia da Computacao Matematica

int somatorio(int n){

int soma = 0;

for(inti=1;1<=n; i++) <N
soma +=|; Z i

} i =1

return soma;
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Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (1)

» Mostre o somatorio dos n primeiros numeros inteiros J

Ciéncia da Computagao inicio Matematica

int somatorio(int n){

int soma = (;

for(inti=1;1<=n; i++) <N
soma +=1i; “ Z i

! i=1

return soma;
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Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (1)

» Mostre o somatorio dos n primeiros numeros inteiros J
Ciéncia da Computacao Matematica
int somatorio(int n){
int soma = 0;
for(inti=1;1<=n; i++){ 1<n
. v
soma +=i; \ Z i
return soma,
} condicao de

parada
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Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (1)

» Mostre o somatorio dos n primeiros numeros inteiros J

Ciéncia da Computacao Matematica

int somatorio(int n){

int soma = 0;

for(inti=1;1<=n; i++) <N
soma += |,<— termO {l

! i=1

return soma;
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Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (2)

« O Algoritmo de Selecao € uma solugao conhecida para a ordenacao

interna. Quantas comparacdes entre registros ele realiza?

for (inti=0;i<(n-1);i++){
int menor =i;
for (intj=(i+1);j<n;j++}
if (array[menor] > array[j]{
menor = ;

}
}

swap(menor, i);
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Somatoérios (>)

Exercicio Resolvido (2)
« O Algoritmo de Selecao € uma solugao conhecida para a ordenacao

interna. Quantas comparacdes entre registros ele realiza? J

for (inti=0;i<(n-1);i++){
int menor =i;
for (intj=(i+1);j<n;j++}
if (array[menor] > array[j]{

menor = ;
}
}
swap(menor, i);
}
| o[ 1 2 | 3 n-2 n-2
ci)= | | | | |~ > (n-i-1)
(n-(i+1))n1 n-2|n-3|n-4 1 —_
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» Motivacao

* Notacao @

« Relacdes de Recorréncia e Somas Multiplas
» Manipulacao de Somas

» Alguns Métodos Gerais
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Somatérios (>)

Notacao Sigma
« Forma abreviada para escrever a soma de um conjunto de termos que

seguem um padrao matematico

limite
superior

somando

limite
inferior
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Somatérios (>)

Notacao Sigma
« Forma abreviada para escrever a soma de um conjunto de termos que

seguem um padrao matematico

limite
superior

somando
Exemplo:
n-2
limite > (n-i-1)
inferior 1=0
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Somatérios (>)

Notacao Sigma
« Forma abreviada para escrever a soma de um conjunto de termos que

seguem um padrao matematico

somando

os dois
limites
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Somatérios (>)

Notacao Sigma

« Forma abreviada para escrever a soma de um conjunto de termos que

seguem um padrao matematico

somando

Exemplo:

os dois Z(n-i-1)
limites 0sTsn-2

Algoritmos e Estruturas de Dados Il (16)



Somatoérios (>)

Notacao Sigma

Propriedade P(i)
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Somatoérios (>)

Notacao Sigma

Exemplo:

Zai=a1+a3+a5+a7+...+a
1<isn
i @ impar

@ Propriedade P(i)

n (sen é impar)

Algoritmos e Estruturas de Dados Il (18)



Somatérios (>)

Variacoes da Notacao Sigma

i<n n
I<n
a, = Qa = Qa = )..a
| i | =1
=1 1 1<i<n
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Exercicio Resolvido (3)

 Resolva os somatorios abaixo:

4 3
a) » n2=? d) > 2i+x) =2
n=1 1
4 5
b) Y 3i = 2 e) D i.(-1).(5) =2
1 0
4 4
0) Y (3-2i)=7 f) D 8k-6m=7?
1 m=1
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Exercicio Resolvido (3a)

2 A% Khan Academy

Escolha 1 resposta:

1+2+3+4

124224 32 4 42

(1+2+3+4)°

1° + 42
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Exercicio Resolvido (3a)

2 A% Khan Academy

Escolha 1 resposta:

1+2+3+4

¢2+22+32+42
(1+2+3+4)°
12 + 42
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Exercicio Resolvido (3b)
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Somatoérios (>)

Exercicio Resolvido (3b)

n
Neste material, a menos que dito o contrario, a notacao Z
1

Incrementa o indice I. Para evitar ambiguidade, podemos

n
usar a notacao Z
i =1
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Exercicio Resolvido (3b)

4
Y 3i=(3.1)+(3.2)+(3.3)+(3.4) = 30 J
1
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Exercicio Resolvido (3b)
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Exercicio Resolvido (3c)

4
Y (3-2i)=7
1
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Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (3c)

4 J
Y (3-2)=(3-(2.1))+(3-(2.2)+(3-(2.3)+(3-(2.4))=-8
1
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Exercicio Resolvido (3c)

v

4 4 4
Y (3-2i) = D> 3-2) i =(3+3+3+3)-2(142+3+4) = -8
1 1 1
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Exercicio Resolvido (3d)
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Exercicio Resolvido (3d)

3
Y (2i+x) = 2(14243) + (x+x+x) = 12 + 3x J
1
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Exercicio Resolvido (3e)

5
Y i (i-1). (54) =7
0
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Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (3e)

5
Y i (-1).(54) = 0.(1).5 +
0 1.0 .4 +
2.1 .3 +
3.2 .2+
4.3 .1+
5.4 .0=0+0+6+12+12+0=230
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Exercicio Resolvido (3f)

v Khan Academy

Escolha 1 resposta:

8k —6+8k—12+8k - 18+ 8k — 24
2+4+6+8
8—6m+16 —6m +24 —6m + 32 — 6m

0+2+4+6
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Exercicio Resolvido (3f)

2 o= V2 Khan Academy

Escolha 1 resposta:

JBK-6+8k-12+8k-18+8k-24

2+4+6+8

8—6m+16 —6m +24 —6m + 32 — 6m

0+2+4+6
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Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (4)

5
Podemos afirmar que Z . (i-1) . (5-1) = Z i . (i-1) . (5-1) ? Justifique.
0
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Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (4)

5
Podemos afirmar que Z . (i-1) . (5-1) = Z i . (i-1) . (5-1) ? Justifique.
0

Sim, pois como os termos a,, a, € a, sao iguais a zero, o resultado dos

v

dois somatorios € igual a (a,+ a,+ a,)
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Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (5)

Considere asoma 4 + 25 + 64 + 121.

Qual expressao é igual a soma acima? \.’ Kha n Academy

Escolha todas as respostas aplicaveis:
3

Z el Qg - A

—

Nenhuma das anteriores
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Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (5)

Considere asoma 4 + 25 + 64 + 121.

Qual expressao é igual a soma acima? \.’ Kha n Academy

Escolha todas as respostas aplicaveis:

3

Z el Qg - A

1=0
3
) (3i+2)? = (3x0+2)+(3x1+2)*+(3x2+2)*+(3x3+2)* = 4+25+64+121

Nenhuma das anteriores
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» Motivacao

* Notacao

* Relagoes de Recorréncia e Somas Multiplas @
» Manipulacao de Somas

» Alguns Métodos Gerais
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Relacoes de Recorréncia

» Assunto discutido na disciplina Teoria dos Grafos e Computabilidade

« Técnica usada para calcular somas
* Exemplo

S

Sn = Sm_1 +a ,paran>0
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Somatérios (>)

Exemplo de Relacao de Recorréncia (1/2)

* Quais sao os valores da sequéncia abaixo?

fib(0)
fib(1)
fib(n)

1
1
fib(n-1) + fib(n-2)
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Somatoérios (>)

Exemplo de Relacao de Recorréncia (1/2)

* Quais sao os valores da sequéncia abaixo?

fib(0)
fib(1)
fib(n)

1
1
fib(n-1) + fib(n-2)

fibi) |1 |1]|2]|3|[5]|8][13|




Somatérios (>)

Exemplo de Relacao de Recorréncia (2/2)

* Qual € a relacao da equacao abaixo?

fat(1) = 1
fat(n) = n . fat(n-1)
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Somatérios (>)

Exemplo de Relacao de Recorréncia (2/2)

* Qual € a relacao da equacao abaixo?

fat(1) = 1
fat(n) = n . fat(n-1)

fat(4) = ?
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Somatérios (>)

Exemplo de Relacao de Recorréncia (2/2)

* Qual € a relacao da equacao abaixo?

fat(1) = 1
fat(n) = n . fat(n-1)

fat(4) = 4 . fat(3)
fat(3) = 3 . fat(2)
fat(2) = 2 . fat(1), contudo, sabemos que fat(1) = 1
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Somatérios (>)

Exemplo de Relacao de Recorréncia (2/2)

* Qual € a relacao da equacao abaixo?

fat(1) = 1
fat(n) = n . fat(n-1)

fat(4) = 4 . fat(3)
fat(3) = 3 . fat(2)
fat(2) =2 . 1
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Somatérios (>)

Exemplo de Relacao de Recorréncia (2/2)

* Qual € a relacao da equacao abaixo?

fat(1) = 1
fat(n) = n . fat(n-1)

fat(4) = 4 . fat(3)
fat(3)=3. 2
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Somatérios (>)

Exemplo de Relacao de Recorréncia (2/2)

* Qual € a relacao da equacao abaixo?

fat(1) = 1
fat(n) = n . fat(n-1)

fat4)=4 .6
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Somas Multiplas

« Os termos de um somatorio podem ser especificados por dois ou mais

indices, por exemplo:

Zaibj = a1b1 + a1b2 + a1b3 +
1<i,j<3
azb1 + a2b2 + a

a3b1 + a3b2 + a

b, +
b

2

3°73
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Somas Multiplas

« Outra forma de representacao € utilizando dois somatorios, por

exemplo:

Sap - (Ya) (3b)

1<i,j<3 1<i<3 1<j<3
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» Motivacao
* Notacao
« Relacdes de Recorréncia e Somas Multiplas

 Manipulacao de Somas @

» Alguns Métodos Gerais
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Frase de [GRAHAM, 95]

A chave do sucesso na manipulacdo de somas esta na
habilidade de transformar uma soma em outra mais

simples ou mais perto de algum objetivo R ——

GRAHAM KNUTH PATASHNIK
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» Motivacao
* Notacao
* Relacbes de Recorréncia e Somas Multiplas

 Manipulacao de Somas @

» Alguns Métodos Gerais |* Regras Basicas de Transformagao

* Propriedades
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Somatérios (>)

» Motivacao
* Notacao
* Relacbes de Recorréncia e Somas Multiplas

 Manipulacao de Somas @

» Alguns Métodos Gerais [+ Regras Basicas de Transformagéo

* Propriedades
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Regras Basicas de Transformacao

e Distributividade

* Associatividade

 Comutatividade
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Distributividade

« Permite mover constantes para dentro ou fora de um somatorio

Zc.ai=c.Zai

i € | i € |

« Por exemplo, temos:

ca,tca,tca, =c(a,tat+a,)
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Somatérios (>)

Distributividade

« Permite mover constantes para dentro ou fora de um somatorio

Zc.ai=c.Zai

i € | i € |

« Outro exemplo, foi dado no Exercicio Resolvido 3b e repetido abaixo:

4 4
»3i=3Di=3.(1+2¢3+4) = 30
1 1
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Distributividade

« Permite mover constantes para dentro ou fora de um somatorio

Zc.ai=c.Zai

i € | i € |

« Também se aplica a divisao
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Associatividade

« Permite quebrar um somatorio em partes ou unifica-las em um somatorio

D(@+b)=Da+b

i € | i € | I € 1

« Por exemplo, temos:

(a_1+ b-1) T (ao+ bo) + (a1+ b1) = (a_1+ ChY a1) T (b-1+ bo+ b1)
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Somatérios (>)

Associatividade

« Permite quebrar um somatorio em partes ou unifica-las em um somatorio

D(@+b)=Da+b

i € | i € | I € 1

« Também se aplica a subtracao:

D(a-b)= Da-Db

i e | | € | | € |

Algoritmos e Estruturas de Dados Il (61)



Somatérios (>)

Associatividade

« Permite quebrar um somatorio em partes ou unifica-las em um somatorio

D(@+b)=Da+b

i € | i € | I € 1

« Outro exemplo, foi dado no Exercicio Resolvido 3c e repetido abaixo:

4 4 4
Y (3-2i) = D 3-2) i =(3+3+3+3)-2(142+3+4) = -8
1 1 1
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Comutatividade

» Permite colocar os termos em qualquer ordem

Zai = Zap(i)
p(i) € |

=N

« Por exemplo, temos:

a,tata =a+ta_,ta,
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Exemplo de Aplicacao da Comutatividade

» Os programas abaixo apresentam o mesmo resultado devido a regra de

comutatividade

for(inti=0;1<n;i++)
for(intj=0;j<n; j++)
soma += matli][j];

for(int j = 0; j < n; j++) //invertendo os fors
for(inti=0;i<n;i++)
soma += mat|i][j];

for(inti =n-1; i >= 0; i--) //decrementando
for(intj=n-1;>=0; j--)
soma += matli][j];
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Resumo das Regras Basicas de Transformacao
* Distributividade

 Associatividade

« Comutatividade
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Exercicio Resolvido (6)

» Aplique associatividade para unificar os dois somatorios abaixo:

3 1
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Exercicio Resolvido (6)

» Aplique associatividade para unificar os dois somatorios abaixo:

3 1
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Exercicio Resolvido (7)

» Mostre (e justifique) se cada expressao abaixo € verdadeira ou falsa:

200 200
)Zkiizzk:%;
k=0 k=1
1000 1000
b) (1)) B+p)=3+>_p;
p=0 p=0

¢) ( ;32 —3Z€
d) ( ka<2k>;

k=0
32

e) | )Z(B—I—t):?E)—I—Zt.
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Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (7)

» Mostre (e justifique) se cada expressao abaixo € verdadeira ou falsa:

200 200
(J) Zkﬁ e de
k=0 k=1
1000 1000
b (X) D _B+p) =3+ p
p=0 p=0

¢) (/) ;w —32@
d) (X ka<2k>;

k=0
32

) ()Y (3+1) :75—|-Zt.
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Exercicio Resolvido (8)

* Prove que os somatoérios abaixo sao iguais. Em sua resposta, use a

propriedade comutativa

Y (3+2.0)= Y (3 +2.(4-i))

0<i<4 0<i<4
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Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (8)

* Prove que os somatorios abaixo sao iguais. Em sua resposta use a

propriedade comutativa

» (3 +2.0) = Z(3+2(4|))

0<is<4 <I<

Primeiro somatoério: (3+2.0)+ (3+21)+(3+22)+(3+23)+(3+24)

No segundo, (3 + 2.[4-0]) + (3 + 2.[4-1]) + (3 + 2.[4-2]) + (3 + 2.[4-3]) + (3 + 2.[4-4])

Logo, por comutatividade, temos apenas a alteragcao da ordem dos elementos
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Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (8)

* Prove que os somatorios abaixo sao iguais. Em sua resposta use a

propriedade comutativa

» (3 +2.0) = Z(3+2(4|))

0<is<4 <I<

Primeiro somatoério: (3+2.0)+ (3+21)+(3+22)+(3+23)+(3+24)

No segundo, (3 + 2.[4-0]) + (3 + 2.[4-1]) + (3 + 2.[4-2]) + (3 + 2.[4-3]) + (3 + 2.[4-4])

Logo, por comutatividade, temos apenas a alteragcao da ordem dos elementos

Observacao: (n-i) “simula” um decremento no valor de |
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Exercicio Resolvido (9)

» Aplique as regras de transformacao para obter a formula fechada da

soma S_dos elementos de uma Progressao Aritmeética (PA)

S, = Za + b.i
0<i<n
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Exercicio Resolvido (9)

Recordando Progressao Aritmética

« Uma PA é uma sequéncia cuja razao (diferenca) entre dois termos

consecutivos € constante. Por exemplo, 5, 7, 9, 11, 13, ...

 Cada termo da PA sera a=at b.i, onde a é o termo Inicial; b, a

razao; e, i, a ordem do termo

* Na sequéncia acima, a e b sao iguais a 5 e 2, respectivamente. Logo,
temos: (5 +2.0),(5+2.1),(5+22),(5+23),(5+24), ...
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Exercicio Resolvido (9)

Recordando Progressao Aritmética

« Exercicio: Mostre os valores de a € b na sequéncia 1, 4, 7, 10, 13, ...
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Exercicio Resolvido (9)

Recordando Progressao Aritmética

« Exercicio: Mostre os valores de a € b na sequéncia 1, 4, 7, 10, 13, ...

Os valores a e b sao 1 e 3, respectivamente, logo, temos:

1+3.0=1
1+3.1=4
1+3.2=7
1+3.3=10
1+3.4=13
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Exercicio Resolvido (9)

» Aplique as regras de transformacao para obter a formula fechada da

soma S_dos elementos de uma Progressao Aritmeética (PA)

S, = Za + b.i
0<i<n
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Exercicio Resolvido (9)
» Aplique as regras de transformacao para obter a formula fechada da
soma S_dos elementos de uma Progressao Aritmeética (PA) J

S, = Za + b.i
0<i<n

« Aplicando a comutatividade, podemos somar do maior para o menor,

trocando i por (n-i):

S = ) [a+b.(n-i)
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Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (9)
» Aplique as regras de transformacao para obter a formula fechada da
soma S_dos elementos de uma Progressao Aritmeética (PA) J

S, = Za + b.i
0<i<n

« Aplicando a comutatividade, podemos somar do maior para o menor,

trocando i por (n-i):

= Y [a+b.(n-i)] = Y [a+b.n-b.i]

O< n-i)<n 0<is<n
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Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (9)
- Como S_ =Z[a + b.i] = Z[a + b.n - b.i], podemos afirmar que:

0<i<n 0<i<n J

2S = Y [a+bil+ ) [a+b.n-b.i

O0<isn O0<isn
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Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (9)
- Como S_ =Z[a + b.i] = Z[a + b.n - b.i], podemos afirmar que:

0<i<n 0<i<n J

2S = Y [a+bil+ ) [a+b.n-b.i

O0<isn O0<isn

« Aplicando associatividade, podemos combinar os dois somatorios:

2S = Y [a+bi+a+bn-b.i

0<i<n
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Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (9)
- Como S_ =Z[a + b.i] = Z[a + b.n - b.i], podemos afirmar que:

0<i<n 0<i<n J

2S = Y [a+bil+ ) [a+b.n-b.i

O0<isn O0<isn

 Aplicando associatividade, podemos combinar os dois somatorios:

2S = Y[a+bi+a+bn-bilz Y [2a+bn]

O0<isn 0<is<n

« Simplificando, temos
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Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (9)

 Usando distributividade, temos:

2S = ) [2.a+b.n]=(2.a+bn). )1 J
0<i<n 0<i<n

Lembre que [2.a + b.Nn]
nao depende de i, logo,
pode “sair’ do somatoério
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Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (9)

e Substituindo o somatorio:

2S = ) [2.a+b.n]=(2.a+bfn). ) 1

O0<isn O0<isn

(n+1)
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Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (9)

e Substituindo o somatorio:

2S = (2.a+Db.n)(n+1)

Algoritmos e Estruturas de Dados Il (85)



Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (9)

e Substituindo o somatorio:

2S = (2.a+Db.n)(n+1)

 Dividindo por dois, temos:

S = ) [a +b.i] = (2a + bn)(n+1)
0<is<n 2
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Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (10)

« Sabendo a formula da soma de uma progressao aritmeética qualquer,

mostre a formula para o somatériode 0 +1+2+3 + ... +n= Zi
0<isn
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Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (10)

« Sabendo a formula da soma de uma progressao aritmeética qualquer,

mostre a formula para o somatériode 0 +1+2+3 + ... +n= Zi
0<isn

Resposta: Nesse caso, temos uma progressao cujos valores a e b sao

Zero e um, respectivamente

S =) [0+1i]=(2.0+1.n).(n+1) = n_ (n+1)
0<is<n 2 2

v
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Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (11)

« Dada a formula fechada do somatorio dos n primeiros numeros inteiros,

mostre um algoritmo mais eficiente que o apresentado abaixo:

int somatorio(int n){
int soma = 0;
for(inti=1;1<=n; i++)
soma += |;

}

return soma;
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Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (11)

« Dada a formula fechada do somatorio dos n primeiros numeros inteiros,

mostre um algoritmo mais eficiente que o apresentado abaixo:

int somatorio(int n){

int soma = 0,

for(inti=1;i<=n;i++) int somatorio(int n){
soma +=i: return ((n * (n+1))/2);

) }

return soma;

v
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Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (12)

« O Algoritmo de Selecao € uma solugao conhecida para a ordenacao

interna. Anteriormente, vimos que ele realiza Z(n - i - 1) comparacébes
0<i<n-2

entre registros. Agora, mostre a formula fechada para esse somatorio

Algoritmos e Estruturas de Dados Il (91)



Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (12)

« O Algoritmo de Selecao € uma solugao conhecida para a ordenacao

interna. Anteriormente, vimos que ele realiza Z(n - i - 1) comparacébes
0<i<n-2

entre registros. Agora, mostre a formula fechada para esse somatorio

 Aplicando associatividade, temos:

Z(n-i-1)=Zn - Zi - 21

0<is<n-2 0<is<n-2 0<is<n-2 0<is<n-2
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Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (12)

« O Algoritmo de Selecao € uma solugao conhecida para a ordenacao

interna. Anteriormente, vimos que ele realiza Z(n - i - 1) comparacébes
0<i<n-2

entre registros. Agora, mostre a formula fechada para esse somatorio

« Simplificando, temos:

> (n-i-1 >io-

0<is<n-2 0<isn-2

n . (n-1) 1. (n-1) J
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Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (12)

« O Algoritmo de Selecao € uma solugao conhecida para a ordenacao

interna. Anteriormente, vimos que ele realiza Z(n - i - 1) comparacébes
0<i<n-2

entre registros. Agora, mostre a formula fechada para esse somatorio

« Simplificando, temos:

> (n-i-1 >io-

0<is<n-2 0<isn-2
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Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (12)

« O Algoritmo de Selecao € uma solugao conhecida para a ordenacao

interna. Anteriormente, vimos que ele realiza Z(n - i - 1) comparacébes
0<i<n-2

entre registros. Agora, mostre a formula fechada para esse somatorio

« Sabendo que:

Yi=n@n+1) = D i=(n-2)(n-1)

0<is<n 2 0<is<n-2 2

v
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Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (12)

« O Algoritmo de Selecao € uma solugao conhecida para a ordenacao

interna. Anteriormente, vimos que ele realiza Z(n - i - 1) comparacébes
0<i<n-2

entre registros. Agora, mostre a formula fechada para esse somatorio

 Assim, temos:

Y (n-i-1)=n(n-1) - (1-2(n-1) -  (n-1)
0<is<n-2 2

v
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Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (12)

« O Algoritmo de Selecao € uma solugao conhecida para a ordenacao

interna. Anteriormente, vimos que ele realiza Z(n - i - 1) comparacébes
0<i<n-2

entre registros. Agora, mostre a formula fechada para esse somatorio

 Assim, temos:

Y (n-i-1)=n(n-1) - (1-2(n-1) -  (n-1)
0<isn-2 2
=2n(n-1) - (n-2)(n-1) - 2(n-1)
2

v
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Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (12)

« O Algoritmo de Selecao € uma solugao conhecida para a ordenacao

interna. Anteriormente, vimos que ele realiza Z(n - i - 1) comparacébes
0<i<n-2

entre registros. Agora, mostre a formula fechada para esse somatorio

 Assim, temos:
Y (n-i-1)=n(n-1) - (1-2(n-1) -  (n-1)
0<is<n-2 2

= 2n(n-1) - (n-2)(n-1) - 2(n-1)
2

=2n°-2n- [n 23n+2]-2n+2
2 v
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Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (12)

« O Algoritmo de Selecao € uma solugao conhecida para a ordenacao

interna. Anteriormente, vimos que ele realiza Z(n - i - 1) comparacébes
0<i<n-2

entre registros. Agora, mostre a formula fechada para esse somatorio

 Assim, temos:

Y (n-i-1)=n(n-1) - (1-2(n-1) -  (n-1)

0<isn-2 2
=2n(n-1) - (n-2)(n-1) - 2(n-1)
2
=2 -2n- [n%-3n+2]-2n+2
2
= n°-n =6(n? J
2 2
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Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (13)

« Justifique as expressoes abaixo:

a) ii = ii
1 0

n n

b) Zai # Zai
1 0
n n-1

C) Zai = Zai+1
1 0
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Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (13a)

« Justifique as expressoes abaixo:

a) ii = ii
1 0

Resposta: Os dois somatorios
sao iguais, entretanto, o

segundo faz uma soma a mais
gque € com seu primeiro termo

cujo valor € zero.
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Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (13b)

« Justifique as expressoes abaixo: J

n n Resposta: Os somatorios sao
b) Zai # Zai . i}
- = diferentes, porque, nao

necessariamente, o primeiro

termo (a,) e igual a zero
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Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (13c)

« Justifique as expressoes abaixo: J

Resposta: O resultado dos dois

somatorios é (a, +a, +a, +a,+

..ta)
n n-1
C) Zai = Zai+1
1 0
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Somatérios (>)

» Motivacao
* Notacao
* Relacbes de Recorréncia e Somas Multiplas

 Manipulacao de Somas @

» Alguns Métodos Gerais |* Regras Basicas de Transformagao

* Propriedades
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Somatoérios (>)

 Motivagao  P1: Combinando Conjuntos

* Notacao » P2: Base para a Perturbagéo

« Relacoes de Recorréncia e Somas I\/It]ltip?as

 Manipulacao de Somas @

» Alguns Métodos Gerais |+ Regras Basicag de Transformagao

* Propriedades |
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Somatérios (>)

Propriedade (P1): Combinando Conjuntos

« Combina conjuntos de indices diferentes. No caso, se | e |I' sao dois

conjuntos quaisquer de inteiros, entao:

Sa + Ya - Ya + Ja

i€ | e[ e Ul e Inr
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Somatérios (>)

Propriedade (P1): Combinando Conjuntos

« Combina conjuntos de indices diferentes. No caso, se | e |I' sao dois

conjuntos quaisquer de inteiros, entao:

Sa + Ya - Ya + Ja

i€ | e[ e Ul e Inr

———

Observe que a uniao garante todos os
elementos e a intersecao, os repetidos
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Somatoérios (>)

Propriedade (P1): Combinando Conjuntos

« Combina conjuntos de indices diferentes. No caso, se | e |I' sao dois

conjuntos quaisquer de inteiros, entao:

Sa + Ya - Ya + Ja

i€ | e[ e Ul e Inr

———

Observe que a uniao garante todos os

elementos e a intersegao, os repetidos \

SeA={1,2,3}eB={3, 5, 7}, entao
AUB={1,2 3,5 7}e AN B ={3}
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Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (14)

« Sendo 1 <m < n, aplique a propriedade P1 para unificar os dois

somatorios (quase disjuntos) abaixo:

m n
Zai + Zal =
1 m
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Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (14)

« Sendo 1 <m < n, aplique a propriedade P1 para unificar os dois

somatorios (quase disjuntos) abaixo: J
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Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (15)

« Sendo 1 <m < n, aplique a propriedade P1 para unificar os dois

somatorios abaixo:

m-3 n
Zai + Zal =
1 m

Algoritmos e Estruturas de Dados Il (111)



Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (15)

« Sendo 1 <m < n, aplique a propriedade P1 para unificar os dois

somatorios abaixo: J

m-3

n N
Zai + Zai = Zai' adno” Ay
m 1

1
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Somatoérios (>)

» Motivacao * P1: Combinando Conjuntos

* Notacao - P2: Base para a Perturbacéo

« Relacoes de Recorréncia e Somas I\/It]ltip?as

 Manipulacao de Somas @

» Alguns Métodos Gerais |+ Regras Basicag de Transformagao

* Propriedades |
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Somatérios (>)

Propriedade (P2): Base para a Perturbacao

- Dada uma soma generica qualquer S_ = Z a, temos que:
0<is<n

S, =a,ta, ta,+.. +ta + A1)
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Somatoérios (>)

Propriedade (P2): Base para a Perturbacao

- Podemos reescrever S_,, de duas formas:

12 Forma —
Sn+1 Sn + an+1
22 Forma Z Z
Spt ™ 28 T 8t 23
0<is<n+1 1<i<n+1
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Somatoérios (>)

Propriedade (P2): Base para a Perturbacao

- Podemos reescrever S_,, de duas formas:

12 Forma —
Sn+1 Sn + an+1
@ rorma > D >
Sn+1 ~ a = 4, + a = 4, + i, 4
0<i<n+1 1<i<n+1 0<i<n

Algoritmos e Estruturas de Dados Il (116)



Somatoérios (>)

Propriedade (P2): Base para a Perturbacao

- Podemos reescrever S_,, de duas formas:

12 Forma S =S + g

“ ForrnaSn+1 = Zai = ZaJ |+1

0<is<n+1 1<|<n+1 0<|<n

Em ambos. a,ta,+ta,+ a4+ ...+a

n+1
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Somatoérios (>)

Propriedade (P2): Base para a Perturbacao

- Podemos reescrever S_,, de duas formas:

12 Forma S =S + g

22 Forma Z
S, —/>Z<— % - a + Ya.
<i<n 1 <ixn+1 O0<isn
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Somatoérios (>)

Propriedade (P2): Base para a Perturbacao

- Podemos reescrever S_,, de duas formas:

12 Forma —
Sn+1 Sn + an+1
22 Forma Z
Sn+1 - 4 + CHp
0<i<n
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Somatérios (>)

Propriedade (P2): Base para a Perturbacao

* Resumindo, temos as duas igualdades:

a, + D a,

O0<is<n
12 Forma 22 Forma

><
I
n
-]
-+
)

>

X
I
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Somatoérios (>)

Propriedade (P2): Base para a Perturbacao

* Resumindo, temos as duas igualdades:

a, + D a,

O0<is<n
12 Forma 22 Forma

><
I
n
-]
-+
)

>

X
I

Na pratica, para perturbar,
resolveremos a igualdade abaixo

v

Sn+ an+1 = aO & Zai+1
0<iSn

Isso, frequentemente, resulta na
equacao fechada para S_
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Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (16)

* Aplique P2 para obter a formula fechada da soma S_dos elementos de

uma PG

COLA
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Somatoérios (>)

Exercicio Resolvido (16)

* Aplique P2 para obter a formula fechada da soma S_dos elementos de

uma PG

* Aplicando P2:
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Somatoérios (>)

Exercicio Resolvido (16)

* Aplique P2 para obter a formula fechada da soma S_dos elementos de

uma PG

* Aplicando P2:
~ N

y
S + ax™ = a.x® [+ Za.xi+1
<i<n

Lembre que x*' = x . x
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Somatoérios (>)

Exercicio Resolvido (16)

* Aplique P2 para obter a formula fechada da soma S_dos elementos de

uma PG

* Aplicando P2:
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Somatoérios (>)

Exercicio Resolvido (16)

* Aplique P2 para obter a formula fechada da soma S_dos elementos de

uma PG

* Aplicando P2:
~ N

y
S + ax™ = a.x’ Za.xi+1
<i<n
Z(a.xix) = X.Z (a.x") 4:“@“0(/

0<i<n 0<i<n a distributiva
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Somatoérios (>

)

Exercicio Resolvido (16)

* Aplique P2 para obter a formula fechada da soma S_dos elementos de

uma PG

* Aplicando P2:

N

y
S + ax™ = a.x® [+ Za.xi+1
<i<n

Z(a.x‘x) =X.Z(a.x‘)= X.S_

0<isn 0<isn

/
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Somatoérios (>)

Exercicio Resolvido (16)

* Aplique P2 para obter a formula fechada da soma S_dos elementos de
uma PG

* Aplicando P2:
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Somatoérios (>)

Exercicio Resolvido (16)

* Aplique P2 para obter a formula fechada da soma S_dos elementos de

uma PG

* Aplicando P2:
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Somatoérios (>)

Exercicio Resolvido (16)

* Aplique P2 para obter a formula fechada da soma S_dos elementos de

uma PG

* Aplicando P2:

S + ax™ = a + xS

Algoritmos e Estruturas de Dados Il (130)



Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (16)

« Fazendo algebrismo, temos:

S + ax"™! = a+ X.S_
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Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (16)

« Fazendo algebrismo, temos:

S + a.x"™ =g+ x.S =

S -xS = a-ax"
n n

Invertendo o lado dos
termos em vermelho
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Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (16)

« Fazendo algebrismo, temos:

S + ax™ = g+ xS =
S -x.S = a- ax" =

(1-x)S_=a-ax"™

Colando Sn em evidéncia
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Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (16)

« Fazendo algebrismo, temos:

S + ax™ = g+ xS =
S -xS = a- ax" =
(1-x)S_=a-ax" =

Sn =d- a.x””, para x # 1
1-Xx

\ Invertendo o lado de (1'X)
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Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (16)

« Fazendo algebrismo, temos:

S + ax"™! = a+ xS =

S -xS = a- ax" =

(1-x)S_ =a-ax™ =

Sn =a -a.x””, parax#1 =
1-Xx

S = Za.xi =a-ax"™! parax#1
O0<isn 1-X
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Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (16)

« Fazendo algebrismo, temos:

S + ax"™! = a+ xS =

S -xS = a- ax" =

Observe que quando X =1, temos:

(1-X)Sn=aS Z Za=n+1

O0<is<n O0<is<n

Sn=a-a.xn+
1-X

S = Za.xi =a-ax"™! parax#1
O0<isn 1-X
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Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (17)

 Encontre a formula fechada do somatorio abaixo:

COLA
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Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (17)

» Aplicando P2, temos:

S + (n+1)2M = 020 + ) (i+1)21

COLA

0<i<n

COLA
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Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (17)

» Aplicando P2, temos:

S_+ (n+1).2™" (i+1).2 ™
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Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (17)

« Como 0.2° = 0, temos:

S + (n+1)2m = ) (i+1).21

0<i<n
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Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (17)

» Aplicando associatividade, temos:

S_+ (n+1).2m =
0 )

(.27 + 1.2

» (i+1).271 =

GXi<n 0<i<n
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Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (17)

» Aplicando associatividade, temos:

S .+ (n+1).2"" =
0

D (+1)277= D (i2"1+1.2 Si2mie Y om

'O‘k)iSn 0<is<n 0<is<n 0<is<n
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Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (17)

 Aplicando associatividade, temos:

S + (n+1).2m"

D (+1)277= D (i2"1+1.2 Si2mie Y om

'O‘k)iSn 0<is<n 0<is<n 0<is<n
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Exercicio Resolvido (17)

« Aplicando distributividade, temos:

Lembre que 21 =2 x 2
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Exercicio Resolvido (17)

« Aplicando distributividade, temos:

S + (n+1)2m = 2) 021 + 2) 2

0<isn 0<isn
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Exercicio Resolvido (17)

e Substituindo Sn, temos:
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Exercicio Resolvido (17)

e Substituindo Sn, temos:
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Exercicio Resolvido (17)

e Substituindo Sn, temos:
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Exercicio Resolvido (17)

« E agora José?

E agora
Jose?
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Exercicio Resolvido (17)

* VVimos que:

E agora
Jose?

Vimos

> Za.xi =d- a.x””, para x # 1

que

0<is<n 1_X
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Exercicio Resolvido (17)

* Logo:

E agora
Jose?

Vimos

> Za.xi =d- a.x””, para x # 1

que

0<i<n 1_X

-

Fazendoa=1ex =2, temos Z1.2i
O0<is<n
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Exercicio Resolvido (17)

* Logo:

E agora
Jose?

Vimos

> Za.xi =d- a.x””, para x # 1

que

0<is<n 1_X

-

Fazendoa =1ex =2, temos Zzi = 1 . on+1
O<isn 1-2
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Exercicio Resolvido (17)

* Logo:

E agora
Jose?

Vimos

> Za.xi =d- a.x””, para x # 1

que

0<is<n 1_X

-

Fazendoa=1ex =2, temos Zzi =1 . 9ont1 = 1 _ on+1
O<isn 1-2 -1
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Exercicio Resolvido (17)

* Logo:

E agora
Jose?

Vimos

> Za.xi = d - a.x””, para x # 1

que

0<i<n 1_X

-

Fazendoa=1ex =2, temos ) 21 = 1- 2™ = 1 - 201 = on+1. 1
0<isn 1.9 1
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Exercicio Resolvido (17)

* Logo:

= stglole Vimos > Za.xi =d- a.x””, para x # 1
Jose? que 0<i<n 1 -x

Fazendoa=1ex=2, temos ) 2= 1-2"" = 1 -2””@
0<isn 1.9 1
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Exercicio Resolvido (17)

» Fazendo algebrismo, temos:

S + (n+1).2™ = 2.8 + 2(2™- 1)
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Exercicio Resolvido (17)

» Fazendo algebrismo, temos:

S_+ (n+1)2™1 = 2.8 + 2(2"1-1) =

(n+1).2™1-2,(2™11) =25 -S_

Invertendo os termos em
vermelho de lado
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Exercicio Resolvido (17)

» Fazendo algebrismo, temos:

S + (n+1).2™ = 2.8 + 2(2™-1) =

(n+1).2™1-2,(2™1-1)=2.8 -S =
S =(n+1).2""-22""+2

Invertendo Sn de lado ,
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Exercicio Resolvido (17)

» Fazendo algebrismo, temos:

S + (n+1).2™ = 2.8 + 2(2™-1) =

(n+1).2m1-2,(2™1-1) =28 -S =
S_=(n+1).2™1.2.2M1 + 2 =
S = n2n*t1 4 on+1 _ 9 on+l 4 9

Resolvendo (n+1).2"" J
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Exercicio Resolvido (17)

» Fazendo algebrismo, temos:

S + (n+1).2™ = 2.8 + 2(2™-1) =

(n+1).2m1-2,(2™1-1) =28 -S =
= (n+1).2"1-22"m1 + 2 =
=n2"1 + 2n*1 221 4+ 2 =

S
S
S_=n2m!.2m 42

n
n
/ n

Resolvendo 2" - 2.2n*1 J
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Exercicio Resolvido (17)

» Fazendo algebrismo, temos:

S + (n+1).2™ = 2.8 + 2(2™-1) =

(n+1).2™1-2,(2™11)=25 -S =

S =(n+1).2""-22""+2 =

S =n2"+2m1.22m1 +2 =

S_=n2m!.2m1 4 2 =
s =(n1)2™ +2

Colocando 2™ em
evidéncia
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Exercicio Resolvido (17)

 Finalmente:
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« Motivacao  Procurel!!!
» Adivinhe a resposta, prove por inducao

* Notacao * Perturbe a soma

« Relacoes de Recorréncia e Somas Multiplas
» Manipulacao de Somas

e Alguns Meétodos Gerais
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* Motivacao * Procure!!!
» Adivinhe a resposta, prove por inducao

* Notacao * Perturbe a soma

« Relacoes de Recorréncia e Somas Multiplas
» Manipulacao de Somas

e Alguns Meétodos Gerais
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Método Procurelll

» Possivelmente, todos as formulas de somatorios que vocé precisara

estao resolvidas na literatura, logo, procure

MATEMATICA CONCRETA

A
,"'.'.‘-*
-L:\L-
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FUNDAMEN
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CLIFFORD STEIN
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ALGORITMOS
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Método Procurelll

» Possivelmente, todos as formulas de somatorios que vocé precisara

estao resolvidas na literatura, logo, procure

Advances in Applied Mathematics

CRC
STANDARD
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aND FORMULAS
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Dan Zwillinger s :

@ CRC Press
A CHAPMAN & HALL BOOK
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« Motivacao * Procurel!!!

* Adivinhe a resposta, prove por inducao

* Notagao » Perturbe a soma

« Relacoes de Recorréncia e Somas Multiplas
» Manipulacao de Somas

e Alguns Meétodos Gerais
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Somatorio do Quadrado Perfeito

» Este material explica cada método mostrando a formula do somatorio do

quadrado perfeito dos n primeiros inteiros

S =) 2 =n(n+t1)(2n +1), paran=o
O<isn 6

n|o|1|2|3]|4]|5|6 /|7 |8]|9]|10]1]12
n2| o | 1| 4| 9|16 25|36 |49 |64]|81|100]121]144]| _..
S | 0| 1] 5 [14]30]|55|091]|140(204|285] 385|506 | 650
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Metodo: Adivinhe a Resposta, Prove porinducao

« Se, em um passe de magica (ou inspiragcao ou deducao), descobrimos

a resposta, basta prova-la por indugcao matematica

g
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Prova porInducao

» 12 Passo (passo base): Provar que a formula € verdadeira para o

primeiro valor (na equacao substituir n pelo primeiro valor)

« 22 Passo (inducao propriamente dita): Supondo que n >0 e que a

formula é valida quando trocamos n por (n-1)

S =S _+a

n n-1 n

S._, = € a equagao substituindo n por (n-1)

n

a_ = n-esimo termo da sequéencia
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Metodo: Adivinhe a Resposta, Prove porinducao

« Assim, temos a formula a ser provada:

S=) 2 =n(n+1)(2n +1), paranzo

* 12 Passo (passo base):

SO= 0.(0+1).(2.0 +1) = 0 = verdadeiro
6
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Metodo: Adivinhe a Resposta, Prove porinducao
« 22 Passo (inducao propriamente dita):
S, =S ,ta

n
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Metodo: Adivinhe a Resposta, Prove porinducao

« 22 Passo (inducao propriamente dita):

= — R2

S__,= (n=1) ((n-1)+1)(2(n-1) +1) = (n-1)(n)(2n-1)
6 6
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Metodo: Adivinhe a Resposta, Prove porinducao

« 22 Passo (inducao propriamente dita):
S, =S ,ta

n n-1

S = (n-1)(n)(2n-1) + n?

6 \
Substituindo S_, e a_
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Metodo: Adivinhe a Resposta, Prove porinducao

« 22 Passo (inducao propriamente dita):

Sn = Sn-1 + an
S = (n-1)(n)(2n-1) + n* =
6
6S = (n-1)(n)(2n-1) + 6n° \ Multiplicando a equacéo

por seis
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Metodo: Adivinhe a Resposta, Prove porinducao

« 22 Passo (inducao propriamente dita):

Sn = Sn-1 + an
S = (n-1)(n)(2n-1) + n* =
6

6S = (n-1)(n)(2n-1) + 6n* =
6S_= (n*-n)(2n-1) + 6n°

Resolvendo (n-1)(n)
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Metodo: Adivinhe a Resposta, Prove porinducao

« 22 Passo (inducao propriamente dita):

Sn = Sn-1 + an
S = (n-1)(n)(2n-1) + n* =
6

6S = (n-1)(n)(2n-1) + 6n* = .
65 = (n2-n)(2n-1) + 62 =>/ Resolvendo (n“-n)(2n-1)

6S_=[2n° - n® - 2n® + n] + 6n°
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Metodo: Adivinhe a Resposta, Prove porinducao

« 22 Passo (inducao propriamente dita):

Sn = Sn-1 T an
S = (n-1)(n)(2n-1) + n* =
6
6S_= (n-1)(n)(2n-1) + 6n? = Resolvendo os termos

com n? e invertendo o
6S,= (n2n)(20-1) + 602 =+~ ||ado do ‘6"

6S =[2n° - n?-2n* + n] + 6n° =

Sn= 2n’+ 3n2+ n
6
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Metodo: Adivinhe a Resposta, Prove porinducao

« 22 Passo (inducao propriamente dita):

Sn = Sn-1 + an
S = (n-1)(n)(2n-1) + n* =
6

6S = (n-1)(n)(2n-1) + 6n* =
6S_= (n*-n)(2n-1) + 6n* =
6S =[2n° - n®-2n% + n] + 6n* =
S = 2n’+ 3n°+ n =

6

Sn= n(n+1)(2n +1)
6 cqd
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Exercicio Resolvido (18)

« Encontre a formula fechada do somatorio abaixo e, em seguida, prove a

usando inducao matematica.

n

) (B+1)=

0
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Exercicio Resolvido (18)

« Encontre a formula fechada do somatorio abaixo e, em seguida, prove a

usando inducao matematica.

n

) (B+1)=

0

Z 3+ Z U :\
0 0 Usando associatividade
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Exercicio Resolvido (18)

« Encontre a formula fechada do somatorio abaixo e, em seguida, prove a

usando inducao matematica.

n

) (B+1)=
0

3+) i= _
z(): z():l - Sabendo o valor dos dois
3(n+1) + n(n;l) _ somatorios
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Exercicio Resolvido (18)

« Encontre a formula fechada do somatorio abaixo e, em seguida, prove a

usando inducao matematica.

n

) (B+1)=

0

n n

E 3+ E b=
0 0

Sl 1) "(”; b

Efetuando algebrismo

6n+6+n’+n B
2
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Exercicio Resolvido (18)

« Encontre a formula fechada do somatorio abaixo e, em seguida, prove a

usando inducao matematica.

n

) (B+1)=
0
3+ 7= .
E(): z():l Continuando nosso
3(n+ 1)+ n(n;l) _ algebrismo

6n+6+ns+n
2

n®+T+6
9

d
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Exercicio Resolvido (18)

« Encontre a formula fechada do somatorio abaixo e, em seguida, prove a

usando indugéo matematica. Prova por inducao:

1) Passo base:

n

) (B+1)=

0

mn n
z 3+ Z i = 2) Inducao propriamente dita:
0 0
n(n-+1
3(n+1)+ ( 5 ) =

6n+6+ns+n
2

n®+T+6
9

d

Provando por inducao

Algoritmos e Estruturas de Dados Il (185)



Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (18)

« Encontre a formula fechada do somatorio abaixo e, em seguida, prove a

usando inducao matematica. Frova por mdugo:
1) Passo base:
é;m+4y: (P+20+6=3(mnmww@
zn: 3+ zn: 1= 2) Inducao propriamente dita:
0 0
3(n+1)+ "'('"'; b _

6n+6+ns+n
2

n®+T+6
9

d

Passo base
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Exercicio Resolvido (18)

« Encontre a formula fechada do somatorio abaixo e, em seguida, prove a

Prova por inducao:

usando inducao matematica.

1) Passo base:

n

3+1) = 0°+7.0+6
Z(d = +T) - 3 (verdadeiro)
0 2
z 3+ Z %= 2) Inducao propriamente dita:
0 0
TR | "'z'('"; A 6 =By Hli
6n+6+n*+n _ S, = (n—1)*+7(n—1)+6 +(34n)
2 2
n®+ T+ 6 ¢ (n*—2n+1)+(Tn—7) +6 " 2(3+n)
2 ~n 2 2
|ndugéo g (n?—=2n+1)+(Tn—T7) + 6+ (6 + 2n)
. i D — ‘. 5
propriamente dita n?+7n+6 -
Sn = (verdadeiro) C d
2 q
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Exercicio Resolvido (19)

« Encontre a formula fechada do somatorio abaixo e, em seguida, prove a

usando inducao matematica.

n

D (26 + 1) = (20)%] =

1
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Exercicio Resolvido (19)

« Encontre a formula fechada do somatorio abaixo e, em seguida, prove a

usando inducao matematica.

n

D (26 + 1) = (20)%] =

1

n

) [(48% + 4i +1) — 4% =

n o Resolvendo
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Exercicio Resolvido (19)

« Encontre a formula fechada do somatorio abaixo e, em seguida, prove a

Prova por inducao:

usando inducao matematica.

n

D (26 + 1) = (20)%] =

1) Passo base:

1
n
1;2 Aq 1:2] —
Z[(ll +4i+1) —4i%] = 2) Inducao propriamente dita:
1
n
) [4i+1] =
1
n n
1300+ 30 -
1 1
n(n+1)
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Exercicio Resolvido (19)

« Encontre a formula fechada do somatorio abaixo e, em seguida, prove a

Prova por inducao:

usando inducao matematica.

n

D (26 + 1) = (20)%] =

1) Passo base:

1 2.1* + 3.1 = 5 (verdadeiro)
n
12 A 1221 —
Z[(ll +4i+1) —4%] = 2) Inducao propriamente dita:
1
n
4i+1] =
1
n Passo base
$300+ 311 -
1 1
n(n+1)
= n=
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Exercicio Resolvido (19)

« Encontre a formula fechada do somatorio abaixo e, em seguida, prove a

usando inducao matematica.

n

D (26 + 1) = (20)%] =

1

n

) [(48% + 4i +1) — 4% =

Prova por inducao:

i 1] = In@ugéo
1 propriamente
. dita
4y [+ ) 1] =
n(n+1)

1) Passo base:
2.1* + 3.1 = 5 (verdadeiro)
2) Inducao propriamente dita:

Sn = Sn-1+an
Sp,=2n—12+3(n—1)+ (4n+1)
Sp=2(n*-2n+1)4 (3n—3) + (dn+1)
Sp=02n*—4n+2)+Bn-3)+ An+1)

S, = 2n% + 3n (verdadeiro) ch
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Exercicio Resolvido (20)

« Encontre a formula fechada do somatorio abaixo e, em seguida, prove a

usando inducao matematica.

mn

D (50 +1)% = (5i — 1)%] =

1
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Exercicio Resolvido (20)

« Encontre a formula fechada do somatorio abaixo e, em seguida, prove a

usando inducao matematica.

mn

D (50 +1)% = (5i — 1)%] =
1

> (258 +10i + 1) — (25i° — 10i + 1)] =
1
n

> 2582 +10i + 1 — 25 +10i — 1] =
1

S 1204 =
1 | Resolvendo
2071(71{)—*— 1)

e

10n% + 10n
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Exercicio Resolvido (20)

« Encontre a formula fechada do somatorio abaixo e, em seguida, prove a

usando indUQéO matematica. Prova por inducao:
- ; ; 1) Passo base:
> (51 + 1) — (5i — 1)%] =
1

n

> (258 +10i + 1) — (25i° — 10i + 1)] =
1
n

> 2582 +10i + 1 — 25 +10i — 1] =
1
n

) [204] =

2) Inducao propriamente dita:

n(n+1)
9
20 5

e

10n% + 10n
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Exercicio Resolvido (20)

« Encontre a formula fechada do somatorio abaixo e, em seguida, prove a

usando indugéo matematica. Prova por inducao:
- ; ; 1) Passo base:
> (51 + 1) — (5i — 1)%] =
1

10.12 4+ 10.1 = 20 (verdadeiro)

n

> (258 +10i + 1) — (25i° — 10i + 1)] =
1
n

> 2582 +10i + 1 — 25 +10i — 1] =
1
n

) [204] =
1 | Passo base
2071(71{)—*— 1)

e

2) Inducao propriamente dita:

10n% + 10n
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Exercicio Resolvido (20)

« Encontre a formula fechada do somatorio abaixo e, em seguida, prove a

usando indugéo matematica. Prova por inducao:
- ; ; 1) Passo base:
> (51 + 1) — (5i — 1)%] =
1

10.12 4+ 10.1 = 20 (verdadeiro)

n

> (258 +10i + 1) — (25i° — 10i + 1)] =
1
n

> 2582 +10i + 1 — 25 +10i — 1] =

2) Inducao propriamente dita:

1 Sp = Sp-1+an
) [204] = |
1 |ndUQéO Sp=10(n —1)* +10(n — 1) + (20n)
22 Y propriamente |
= dita Sp = 10(n* — 2n + 1) + (10n — 10) + 20n
10n* + 10n

(10n* — 20n + 10) + (10n — 10) + 20n

S, = 10n* + 10n (verdadeiro) ch
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Exercicio Resolvido (21)

* No Exercicio Resolvido (17), encontramos a formula abaixo. Prove por

iInducao que a mesma esta correta

S = Di2 = (n-1)2m+2
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Exercicio Resolvido (21)

* No Exercicio Resolvido (17), encontramos a formula abaixo. Prove por

Prova por inducao:

iInducao que a mesma esta correta

1) Passo base:

S = Di2 = (n-1)2"m +2

0<i<n

2) Inducao propriamente dita:
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Exercicio Resolvido (21)

* No Exercicio Resolvido (17), encontramos a formula abaixo. Prove por

Prova por inducao:

iInducao que a mesma esta correta

1) Passo base:

S = Zi i = (n_1) on+1 4 o (0 —1)2°*! 4+ 2 = 0 (verdadeiro)
. : :

0<i<n

2) Inducao propriamente dita:

Passo base
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Exercicio Resolvido (21)

* No Exercicio Resolvido (17), encontramos a formula abaixo. Prove por

Prova por inducao:

iInducao que a mesma esta correta

1) Passo base:

S = Zi i = (n_1) on+1 4 o (0 —1)2°*! 4+ 2 = 0 (verdadeiro)
. : :

0<i<n

2) Inducao propriamente dita:

Sn = Sp-1+0an

Sn = [((n — 1) = 1)2=D+1 4 9] 4 (n2™)

IndUQéO S'n. — (n — 2)2” LY L O
propgir;ente Bl

Sp = (n—1)2"2 42

S, = (n — 1)2"*"! 4+ 2 (verdadeiro) ch
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« Motivacao  Procurel!!!
» Adivinhe a resposta, prove por inducao

* Notagao * Perturbe a soma

« Relacoes de Recorréncia e Somas Multiplas
» Manipulacao de Somas

e Alguns Meétodos Gerais
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Método: Perturbe a Soma

» Aplicamos:

o Regras basicas de transformacao (distributividade,

associatividade e comutatividade)

o Propriedades P1 e P2
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Exercicio Resolvido (22)

 Aplique perturbacao para encontrar a formula do somatorio abaixo
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Exercicio Resolvido (22)

 Aplique perturbacao para encontrar a formula do somatorio abaixo

—_ 2

S = |

O0<isn

 Aplicando P2, temos:
= |2 S +ta =02+Zi+12
q = coLa : n+1 _ (i+1)
0<is<n
Sn + an+1 = aO Zai+1
0<i<n
COLA
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Exercicio Resolvido (22)

« Continuando, temos:

S +(n+1)2= ) (i+1)2

0<i<n
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Exercicio Resolvido (22)

« Continuando, temos:
S +(n+12= ) (i+1)? =
O0<is<n

S +(n+1)* = Z(i2+2i+1)

0<i<n

Resolvendo (i+1)?
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Exercicio Resolvido (22)

« Continuando, temos:

S +(n+12= ) (i+172 =

0<i<n

S +(n+1)2= ) (i2+2i+1) =

0<isn
S +(n+1)* = Zi2 + ZZi + 21
O0<is<n O<isn O0<isn

T~

Aplicando associatividade

Algoritmos e Estruturas de Dados Il (208)



Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (22)

« Continuando, temos:
S +(n+12= ) (i+172 =
O0<is<n

S +(n+1)* = Z(i2+2i+1) =

0<i<n

Sn+(”+1)2+ ZZi + 21
\ 0<i<n 0<i<n
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Exercicio Resolvido (22)

« Continuando, temos:

S +(n+1)2= ) (i+1)2

0<i<n

S +(n+1)* = Z(i2+2i+1) =

0<i<n

S +(n+1)2 D2+ D1

0<is<n 0<i<n

Substituindo
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Exercicio Resolvido (22)

« Continuando, temos:

S +(n+12= ) (i+172 =

0<i<n

S +(n+1)* = Z(i2+2i+1) =

0<i<n

S, + (+17 = S, *+ 2
5 0<i<n

Duas vezes o
somatoério de Gauss,
ou seja, n (n+1)

Algoritmos e Estruturas de Dados Il (211)



Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (22)

« Continuando, temos:

S +(n+12= ) (i+172 =

0<i<n
S +(n+1)* = Z(i2+2i+1) =
0<is<n
S +(n+1)2= S +n(n+l) + ) 1

0<i<n

Substituindo
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Exercicio Resolvido (22)

« Continuando, temos:

S +(n+12= ) (i+172 =

0<is<n
S +(n+1)* = Z(i2+2i+1) =
0<i<n
S +(n+1)’= S +n(n+1) @

(n+1)
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Exercicio Resolvido (22)

« Continuando, temos:

S +(n+12= ) (i+172 =

0<i<n

S +(n+1)* = Z(i2+2i+1) =

0<i<n

S +(n+1)’= S +n(n+1) + (n+1)

Substituindo
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Exercicio Resolvido (22)

« Continuando, temos:

S +(n+12= ) (i+172 =

0<i<n

Temos um problema, pois

E agora José?
as somas se anulam...
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Exercicio Resolvido (22)

« Continuando, temos:

S +(n+12= ) (i+172 =

0<i<n

Temos um problema, pois  vETes (AR 6

as somas se anulam... somatorio dos cubos!!!
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Exercicio Resolvido (22)

» Perturbando o somatorio dos cubos para encontrar a formula fechada

do somatorio dos quadrados

SCUBOn =
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Exercicio Resolvido (22)

» Assim, aplicando P2 no somatorio dos cubos, temos:

Scuso_+acuso_, = 0° + z(i+1)3
n n+1
O<isn

| COLA

COLA
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Exercicio Resolvido (22)

» Assim, aplicando P2 no somatorio dos cubos, temos:

Scuso_+ acuso_,, = Z(i+1)3 =
O0<isn

Scuso_ + (n+1)° Z(|3+3|2+3|+1)
0<i<n

Resolvendo (i+1)°
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Exercicio Resolvido (22)

» Assim, aplicando P2 no somatorio dos cubos, temos:

Scuso_+ acuso_,, = Z(i+1)3 =
0<i<n

Scuso_+ (n+1)° = Z(i3+3i2+3i+1) =
0<i<n

Scuso_+ (n+1)° = Zi3 + ZBi2 + ZBi + Z1

0<i<n 0<isn O0<isn 0<i<n

\

Aplicando associatividade
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Exercicio Resolvido (22)

» Assim, aplicando P2 no somatorio dos cubos, temos:

Scuso_+ acuso_,, = Z(i+1)3 =

n+1
0<i<n

Scuso_+ (n+1)° = Z(|3+3|2+3|+1)
Be

Scuso, 3S_  3n(n+1) (n+1)
2

Scuso_ + (n+1)°
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Exercicio Resolvido (22)

» Assim, aplicando P2 no somatorio dos cubos, temos:

Scuso_+ acuso_,, = Z(i+1)3 =
0<i<n

Scuso_+ (n+1)° = Z(i3+3i2+3i+1) =
0<i<n

Scuso_+ (n+1)° = Zi3 + ZBi2 + ZBi + Z1 =

0<i<n 0<isn O0<isn 0<i<n

Scuso_+ (n+1)° =Scuso_+ 3S_ +3n(n+1) + (n+1)
2

Substituindo
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Exercicio Resolvido (22)

e Continuando:

Scuso_+ (n+1)°=Scuso + 3S_ +3n(n+1)+ (n+1) =
2
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Exercicio Resolvido (22)

e Continuando:

Scuso_ + (n+1)° = Scuso + 3S_ +3n(n+1) + (n+1) =
2

(n+1)°=3S_+ 3n(n+1) + (n+1)
2

Eliminando SCUBOn
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Exercicio Resolvido (22)

e Continuando:

Scuso_+ (n+1)°=Scuso + 3S_ +3n(n+1)+ (n+1) =
2

(n+1)°=3S_+ 3n(n+1) + (n+1) =
2
6S_=2(n+1)°- 3n(n+1) - 2(n+1)

Multiplicando a equacao
por dois e invertendo S_
de lado
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Exercicio Resolvido (22)

e Continuando:

Scuso_+ (n+1)°=Scuso + 3S_ +3n(n+1)+ (n+1) =

2
(n+1)°=3S_+ 3n(n+1) + (n+1) =
2
6S_=2(n+1)%- 3n(n+1) - 2(n+1) =

6S =2(n*+3n*+3n+1)-3n*-3n-2n-2

T~

Resolvendo expressao
em vermelho
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Exercicio Resolvido (22)

e Continuando:

Scuso_+ (n+1)°=Scuso + 3S_ +3n(n+1)+ (n+1) =

2
(n+1)°=3S_+ 3n(n+1) + (n+1) =
2
6S_=2(n+1)°- 3n(n+1) - 2(n+1) =

6S_=2(n*+3n*+3n+1)-3n°-3n-2n-2 =
6S_=2n°+6n°+6n+2-3n°-3n-2n-2

\

Resolvendo expressao
em vermelho
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Exercicio Resolvido (22)

e Continuando:

Scuso_+ (n+1)°=Scuso + 3S_ +3n(n+1)+ (n+1) =

2
(n+1)°=3S_+ 3n(n+1) + (n+1) =
2
6S_=2(n+1)°- 3n(n+1) - 2(n+1) =
6S_=2(n*+3n*+3n+1)-3n*-3n-2n-2 =
6S_=2n°+6n°+6n+2-3n?-3n-2n-2 =
S = 2n° +3n°+n -
6

Resolvendo expressao
em vermelho

Algoritmos e Estruturas de Dados Il (228)



Somatérios (>)

Exercicio Resolvido (22)

e Continuando:

Scuso_+ (n+1)°=Scuso + 3S_ +3n(n+1)+ (n+1) =

2
(n+1)°=3S_+ 3n(n+1) + (n+1) =
2
6S_=2(n+1)°- 3n(n+1) - 2(n+1) =
6S_=2(n*+3n*+3n+1)-3n*-3n-2n-2 =
6S_=2n’+6n°+6n+2-3n*-3n-2n-2 =
S = 2n +3n°+n =

6
S =n(n+1)(2n +1)V\ Resolvendo expresséo
6 em vermelho
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Exercicio (1)

* Faca um método int somatorioPA(double a, double b, int n) que retorna

0 somatorio dos n primeiros termos de uma PA com termo inicial a e

razao b.
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Exercicio (2)

« Faca um video explicando como encontramos o somatorio dos

quadrados perfeitos (tempo maximo de 5 minutos)
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Exercicio (3)

« Um algoritmo de ordenacao tradicional € o Insercao. Faca a analise de

complexidade desse algoritmo para os numeros de comparacoes e

movimentacoes entre registros no pior e melhor caso
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